Mecanica e Ondas
Trabalho de Laboratorio

Movimentos Oscilatorios num sistema Massa-Mola

Objectivo

Determinacio da constante eldstica de um mola. Estudo dos movimentos do sistema
massa-mola.

1. Introducao

O sistema a estudar estd ilustrado na foto da Figura 1 e consiste numa mola suspensa
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Figure 1: Fotos da montagem a utilizar

num fio e que por sua vez suporta uma barrinha roscada que tem acoplado com uma
massa de 150g ou de 200g e um pequeno disco de cor. O fio que suspende o conjunto
encontra-se ligado, com o auxilio de uma roldana, a um pequeno pino montado fora
do eixo de um disco motorizado controlado por uma fonte eléctrica.

Controlando a velocidade de rotagdo do disco podemos controlar a forca de
oscilacdo que se aplica ao sistema massa-mola. A montagem pode ser esquematizada
de acordo com a figura 2.
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Figura 2: Esquema da montagem

A mola que se utiliza neste trabalho consiste numa espiral metdlica cujo
comprimento depende da massa que nela se encontra suspensa. De acordo com a Lei
de Hook a for¢a que a mola exerce € directamente proporcional a variagao do seu
alongamento. Se [, for o comprimento natural da mola entdo podemos escrever

F,=-K(l-l)e = —KAze, (1)

Az=z-d-|, (2)
onde K € constante eldstica.
1.1 Situacao de equilibrio

Numa situagdo de equilibrio tem-se que o peso da massa iguala a forca
eldstica da mola e portanto

P=-F, (3)
Como P =mg e, de acordo com (2), temos Az, =z, —d -, obtém-se a posi¢do de
equilibrio
m
Zeg =Eg+(d+lo) 4)
m
A= 4a
e (4a)

onde m € a massa suspensa na mola e g a aceleracdo da gravidade.

A equacdo (3) pode ser utilizada para determinar a constante eldstica da mola
a partir do declive da recta definida por um conjunto de pares de valores (Al,m) como
no exemplo da figura 3.
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Figura 3: Variacdo de Al com m. Recta obtida por ajuste segundo o
método dos minimos quadrados

1.2 Regime oscilante livre amortecido

Numa situacdo que o sistema ndo estd em equilibrio a forga total exercida no
sistema tem uma resultante que depende do tempo e que se pode escrever da forma

=f’+f7€,+;} (5

total

onde para além do peso temos que contar com a forca de atrito A.Ou seja

2
=miEe o (mg _KAz- b%)éz 6)

F
dt*

t
onde b € o coeficiente de atrito que depende do meio (neste caso ar) em que a massa
se move e da forma do objecto. A for¢a de atrito A tem apenas um termo linear na
velocidade porque as velocidades sdo pequenas'. Em fisica utiliza-se muitas vezes

uma outra notacdo mais compacta para as derivadas de uma fun¢cdo em ordem ao
tempo

dz .
;j =z(1)
2 (7
42 )
dar’
0 que permite, reordenando os termos, escrever a equacdo (6) da forma
mZz(t) + bz(t) - mg + KAz(1) =0 ®)

Como com o auxilio de (4) podemos escrever

1 . . . ~ . .

Para velocidades mais elevadas (ex: avido, foguetdo,...) ter-se-iam de considerar termos de
ordem superior na velocidade, i.e. termos dependentes do quadrado, cubo,...etc. da
velocidade.
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m
Az(t) = z(t) - z,, + <8 9
entao

m(1) + bi(t) - K(2(t) - 2,,) =0 (10)

e fazendo a mudanca de varidvel Z(¢) = z(?) - z,, que corresponde a medir a amplitude
das oscilagées em relag@o ao ponto de equilibrio temos

b

m

K

Z()+—2Z(t)+—Z(t)=0 (11)
m

A equagado que se obtém tem a designagao de equacdo diferencial homogénea
do 2° grau e relaciona na mesma equagao a fungao Z(t) com as suas 1% e 2* derivadas o
que em geral torna um pouco mais dificil a sua resolucdo. Para a resolvermos
podemos comegar por escreve-la na seguinte forma

Z(t) + 2AZ(t) + 0 Z(t) = 0 (12)
em que
b
-7 3
A . (13)

tem a designacdo coeficiente de amortecimento e

W, = \/E =27f, (14)
m

tem a designacdo de frequéncia propria do sistema. Um pouco a semelhanga do
processo do cdlculo da primitiva de funcdes a resposta a pergunta “Qual é a fungdo
Z(t) que satisfaz a equacdo (12)?” passa por encontar uma fun¢do cuja 1* e 2*
derivadas seja idéntica a ela prépria. Facilmente se verifica que uma fungdo do tipo e’
satisfaz essa condi¢@o. Vejamos: se

Z(t)=Ze" (15)

em que Z,e s sao constantes, entao

. %(t) = sZ(1) (16)
Z(t) = s°Z(1)

donde substituindo (15) e (16) em (12) obtém-se
S°Z(t) + 2AsZ(t) + 0] Z(t) = 0 (17)
Para (17) poder ser vdlida para qualquer instante de tempo temos de ter

"+ 2As+w; =0 (18)
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ou seja

s=-As R -w? (19)

Para que a equacdo (15) possa ser solucdo da equacdo (12) o pardmetro s tem
de ser uma raiz do polinémio de 2° grau (18). Existem 3 casos possiveis: i)
A>w,, i) A=w, e iii) A<w,. Os casos (i) e (ii) correspondem a valores de s reais e
conduzem a fungdes Z(t) que sao combinagdes lineares de exponenciais decrescentes
no tempo. Nestes dois casos ndo sdo observadas oscilacdes no sistema. Esta situacdo
podem encontrar-se em sistemas com atrito muito elevado. O caso (iii) € o mais
interessante para este trabalho. Os valores de s s3o nimeros complexos que conduzem
a fungGes oscilantes amortecidas. De facto (19) pode ser escrita na forma

S, =-Ax jyog - X === jo (20)
w=+w) - X (21)

e a solucdo de (12) escreve-se entdao da forma

com

Z(t)=Ae Ve + Ae e (22)
: AO j® AO -Jje
Se considerearmos que A, e A, se podem escrever da forma A, = ?e , A, = ?e e
PN S
que a partir das expressoes de Euler cos(¢) = — e sin(p) = 5 se tem
J

e’ =cos(p) + jsin(p) podemos apds algumas manipulacdes algébricas escrever a
equacgdo (22) na forma equivalente

Z(1) = Age™ cos(wt + @) (23)
=" (23w)

As constantes A, e ¢ sO sdo definidas conhecendo a posicdo e a velocidade da massa
num determinado instante do tempo (usualmente o instante inicial). 7 € o periodo de
oscilagcdo dos sistema.

Na figura 4 ilustra-se a evolu¢cdo da amplitude maxima de oscilacdo da massa
em torna da posicao de equilibrio.
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Figura 4: A curva a cheio ilustra a evolucdo da amplitude mdxima de
oscilagdio em torno da posi¢do de equilibrio A, (t)=Ae™. A curva a
tracejado representa a equacao (23).

40

1.3 Regime forcado

Quando o disco a que estd ligado o fio que suporta o sistema massa € mola roda com
uma certa velocidade angular w, o fio que suporta a mola oscila com a frequéncia

fa=

Da (24)
JU

2
e forca a massa a oscilar com essa frequéncia (ver figura 5). Acontece que a
amplitude de oscilacdo depende da frequéncia da rotacdo do disco. Para compreender
de que forma a amplitude varia com a frequéncia convém comecar por reescrever a
equacgdo de equilibrio de forgas aplicadas a massa tendo em conta a for¢a excitadora
F,, = F,cos(w,t). A equagdo (6) modifica-se e toma a seguinte forma
d’z . dz -
mFeZ = mg—KAz—bz—F0 cos(w,1) |e, (25)
’ ’ z
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Figura 5: Sistema com oscilagdo forcada

donde se obtém
7(t) + 2AZ(t) + 0} Z(1) = ﬂcos(a)at) (26)
m

com AO w, dados pelas expressdes (13) e (14).

A solug@o mais geral desta equagdo pode ser escrita como a soma de dois
termosZ(t) =72, (t)+Z (t). Z,,.(t) corresponde a situagdo em que nao ha forca
exterior (regime livre). Z

livre forcado livre

forcado (1) COITESPONde a solucdo particular da equagdo (26) e

que se pode escrever da forma
L oreado(t) = Ay cOS(0, 1 — @) (30)

A amplitude A,, pode ser obtida substituindo (30) na equacdo (26) e simplificando
com o auxilio da identidade e’ = cos(a) + jsin(a). Obtém-se a seguinte expressio

a, =to L 31)
n \/(wé—wj) +4Xw’

Para
W, =, =0’ -21 (32)

verifica-se que a amplitude A,, € mdxima e tem-se uma situacdo que se designa por
ressondncia. A frequéncia

w
Jar = 2;: (33)

designa-se por frequéncia de ressondncia. Quando o coeficiente de amortecimento A
€ pequeno (o que pode corresponder a pequenos atritos e/ou grandes massas) tem-se
que na ressonancia a amplitude de oscilacdo do sistema pode atingir valores que
destruam o sistema. Situacdes deste género podem ocorrer em pontes € viadutos, asas
dos avides, quando as forcas exteriores induzem oscilagcdes com frequéncias proximas
das frequéncias préprias desses sistemas.
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A expressdo (31) pode ser ajustada, pelo método dos minimos quadrados a
um conjunto de dados experimentais permitindo a determinacdo simultanea dos
valores da frequéncia prépria do sistema (f;), coeficiente de amortecimento (A) e A,
(ver exemplo da figura 6).

f (Hz)
Figura 6: Curva de ressonancia obtida por ajuste pelo método dos minimos
quadrados da expressdo (31) a um conjunto de dados experimentais
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2. Trabalho experimental

1Y)

2)

3)

4)

Para o trabalho experimental convém verificar a seguinte lista de material:
Duas molas (k; = 6,4 N/m e k, = 10 N/m)

Trés massas: m; = 150g, m, = 200g (@ = 35mm) e m; = 150g (@ = 20mm)
Disco amortecedor de 50g e didametro de 150 mm

Armacao de suporte

Uma roldana

Um motor com disco, pino excéntrico e marcagao de cor

Fonte de alimentacdo eléctrica

Webcam USB Philips com tripé + Computador

PN W=

Ligar o computador e lancar o programa Cinéris. Na janela de representagcao
(“représentation”) do lado direito (ver Figura 7) seleccionar o tab de video
(“Vidéo”) e devera ver a imagem captada pela webcam.

A webcam deve se encontrar montada de tal forma que tenha uma boa visibilidade
sobre 0 movimento oscilatério do marcador acoplado ao sistema massa-mola.
Ajustar o tripé e a objectiva por forma que a imagem esteja direita e focada.

Na janela “atelier” do lado esquerdo seleccionar o tab de aquisicao
(“Acquisition”) e neste seleccionar o tab aquisi¢do rdpida (“Vidéo rapide”).
Seleccionar o directério onde quer guardar os seus filmes de aquisicdo em
“Répertoire dé€s images et des vidéos”. Escrever dentro deste tab: o nome de
ficheiro (“Nom du fichier”) - ____ .avi; Duragdo mdxima da sequéncia (‘“Durée
maximale de la séquence”) 10s; Numero de imagens por segundo (“Nombre
d’images par seconde”) 20.

I~ Atelier Scientifigue - [Doclab1]
EFichier Edition Insertion Affichage Outils Compte Rendu Fenétre ?

DSH RS @2 (B8 JB OO & D2 QR Bl o o o e e e o e o

= )

Répertoire des images et des vidéos
(5| |C:\Documents and Settingshalunos\Desktop

Paramétiage vidéo Vidéo rapide | vidso lerte |
Nor du fichier

expBh.avi

Durge masimale de la séquence (en's)
10 =]
Nombre dfimages par seconde

[20 =]
el

[Traitemart manuel XMnr(age IMqlisilinn

[ Tratement automatique

1L 4[> [>]\ Graphique A Tableau A Compte Rendu A Vidéo A Aide
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e
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Figura 7: Janela do programa Cinéris com a janela de representacdo (drea a vermelho)

do lado direito e janela de “atelier” (drea a verde) do lado esquerdo.
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2.1 Determinacao da frequéncia de oscilacao

1)

2)

3)

4)

5)

Registe 0 movimento oscilatério com as duas molas (k, e k,) e com as duas
massas (m, e m,).

A mola deve ser suspensa pela argola da extremidade no fio que passa pela
roldana e estd ligado ao motor. O motor nesta altura deve se encontrar parado.
A massa deve ser suspensa na argola da outra extremidade da mola usando o
orificio barrinha roscada. Para por o sisttema massa-mola a oscilar deve
certificar que este se encontra perfeitamente parado e na vertical e depois
puxar um pouco o fio (cerca de 1 cm) entre o motor e a roldana largando-o de
seguida. Desta forma o sistema massa-mola comega a oscilar com o minimo
de movimento lateral. Tenha em atencdo aos erros sistemdticos que pode estar
a introduzir e tentar minimiza-los, por exemplo, conseguir com que o sistema
no seu movimento praticamente nao oscile na horizontal.

No programa Cinéris deve accionar o botdo de aquisi¢do o logo apos ter
largado o sistema massa-mola. Deixar de seguida aquisi¢do chegar ao fim.
Para fazer a analise das imagens deve seleccionar a tab de tratamento
automadtico (“Traitement automatique”) na janela “atelier” do lado esquerdo:

a) Seleccionar o ficheiro .avi no “Choix du fichier” onde foi gravado o
movimento. (sugestdo: carregar no botdo com a pasta)

b) No tab “Etalonnage” comec¢amos pelo quadro “Origine” onde deve
escolher um ponto numa imagem a origem das coordenadas. De
seguida no quadro “Abscisses/Ordonnées” deve seleccionar os €ixos
das ordenadas clicando e deslocando o rato na imagem. O ponto de
inicio e do fim deve ser de um objecto que conheca bem as suas
dimensoes. Na janela de calibracdo que aparecerd de seguida deve
introduzir o valor da distdncia em metros correspondente. (nota: o
cardcter das décimas € a virgula)

¢) No tab “Cadre de travail” deve seleccionar a drea da imagem com o
rato onde o disco de cor se movimenta.

d) No tab “Paramétrage” no quadro ‘“Sélection des objets” deve
seleccionar o centro do disco de cor e se necessdrio ajustar o contraste
por forma ao software reconhecer s6 o disco na imagem. (Desactivar o
“Trajectoires uniquement” para termos x € y em fun¢do do tempo.)

e) Carregar no boto de inicio do tratamento # no quadro “Traitment” e
deixar o tratamento chegar ao fim.

Na janela de representacdo do lado direito seleccionar o tab “Graphique” onde
estdo representados as coordenadas dos pontos adquiridos em fung¢do do
tempo. Verificar se a oscilagdo em X € pequena em comparagao com Y e pode

elimind-la. Seleccionando na barra de cima o “Atilier modélisation” %
podera fazer o ajuste de uma curva sinusoidal e determinar o periodo de
oscilacdo do movimento. Para tal deve seleccionar os pontos na direc¢do Y (t)
(vertical) escolher em “Modeles prédéfinis” a curva “Sinusoide” e ajustar os
pardmetros por forma a encontrar o melhor ajuste possivel. (Por vezes tem de
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introduzir manualmente alguns valores nos parametros por forma a encontrar
mais facilmente o melhor ajuste)

2.2 Determinacao do coeficiente de amortecimento

1)

2)

3)
4)

5)

6)

7

Coloque a massa m; = 150g de didmetro mais pequeno na mola k, = 10 N/m e
colocar o sistema dentro do tubo acrilico com dgua. A quantidade de dgua
deve ser a suficiente para que a massa esteja sempre imersa durante o seu
movimento.

Registe 0 movimento oscilatdrio do sistema para uma duracdo de 10s e uma
taxa de aquisicao de imagens de 20 imagens por segundo.

Trate as imagens de forma igual a parte anterior.

Meca o periodo T de oscilagdo livre do sistema seleccionando no “Atilier
modélisation” uma func¢do sinusoidal com amortecimento. Para tal pode
efectuar o mesmo procedimento do ponto 5 na experi€ncia anterior mas
usando a funcdo “Sinusdide amortie”.

A partir da amplitude de oscilagdo dada no grifico e da curva de ajuste
determine o coeficiente de amortecimento A.

Compare o valor da frequéncia propria das oscilacdes com o valor esperado
calculado a partir da expressdo (14) e com o caso anterior da mesma mola e
massa m, = 150g.

(Opcional) Pode variar as condi¢gdes de atrito verificar quais as alteracGes no
valor da constante de amortecimento. Coloque a massa m; = 150g na mola k,
= 10 N/m e adicionar o disco de acrilico preto na barrinha roscada (atengao
que este disco tem uma massa de 50g). Por forma a ter espaco para colocar o
disco deve afastar a roldana da armacao de suporte.

2.3 Determinacao da frequéncia de ressonincia do sistema

1)

2)

3)

4)

6)

Use as mesmas condi¢gdes da parte anterior. Coloque a massa m, = 150g de
didmetro mais pequeno na mola k, = 10 N/m e colocar o sistema dentro do
tubo acrilico com 4gua.

Posicione a webcam por forma a visualizar na mesma imagem o disco de cor
acoplado ao sistema massa-mola.

Verifique que o controle de velocidade do motor na fonte de alimentacdo estd
no minimo. Ligue a fonte e varie a tencdo até obter a frequéncia de rotagcdo
para o qual a amplitude de oscilacdo € mdxima (ressonancia). A quantidade de
dgua deve ser tal para que a s6 massa esteja sempre imersa durante o seu
movimento.

Registe 0 movimento do sistema massa-mola tal como nas partes anteriores.
Com base nos graficos do movimento sistema massa-mola pode determinar a
amplitude de oscilacdo do sistema massa-mola. (Nota: ao fim de algum tempo
a frequéncia do motor e do sistema massa-mola sao idénticas por isso deve
esperar que a oscilagao transiente passe)

Determine a frequéncia de oscilacdo na ressondncia e compare o valor obtido
com o valor esperado calculado a partir do valor da frequéncia prépria obtida
em2.1e2.2.
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7) (Opcional) Registe os valores de frequéncia e amplitude de oscilacdo para
valores inferiores e superiores a frequéncia de ressonancia. Efectue um ajuste
da funclo (31) aos seus dados experimentais (pode escolher fazé-lo no Excel
usando nas ordenadas 1/A” e nas abcissas f,” e escolhendo para curva de ajuste
um polinémio de segundo grau). Compare os valores da frequéncia prépria e
do coeficiente de amortecimento obtidos do ajuste com os valores obtidos
anteriormente.
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Mecanica e Ondas

Relatério
(destaque para entregar no fim da aula ao docente)

Movimentos Oscilatorios num sistema Massa-Mola

NO

Nome

Curso

Data

Turno

Grupo

1. Objectivo deste trabalho:

2. Determinacao da frequéncia de oscilacao

2.1 Valor dos periodos e frequéncias proprias de oscilacdo para as molas k; e k, com

as massas m, e m, calculados através da expressao (14)

m (g) K (N/m) T (s) Jf (Hz)
150 6,4
150 10
200 10

2.2 Valor dos periodos e frequéncias proprias de oscilacdo para as molas k; e k, com

as massas m; € m, a partir dos dados experimentais

m (g) K (N/m) T (s) Jf (Hz)
150 6,4
150 10
200 10
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2.3 Compare e comente os valores experimentais com os tedricos. Serd que deveriam
dar iguais? Existe ou ndo um desvio sistematico? Avalie os factores de erros

envolvidos na experiéncia.

3 Determinacio do coeficiente de amortecimento

Massa total suspensa na mola:

Coeficiente de restituicdo da mola:
Com base nos graficos dos pontos experimentais obtenha os seguintes valores:

3.1 Valor do coeficente de amortecimento e o periodo de oscilagcdo obtidos a partir do

t
ajuste da expressdo A = A, sin(2w¢/T + ¢) e * aos dados experimentais:

3.2 Qual o valor da frequéncia de oscilacdo a partir do periodo de oscilacdo livre T.

Compare com o valor obtido na primeira parte f, com a mesma mola e a mesma
massa. E entrando com a influéncia do valor de A na eq. (21) quais sdo as

diferencas (w = 2z f) ? Comente atendendo as expressoes para a frequéncia
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propria (14) do sistema e para a frequéncia de oscilacdo no regime oscilante livre

amortecido (21):

3.2.1 Que diferencas observaria na oscilacdo (amplitude e frequéncia) se utilizasse

outras condicdes de atrito? E se utilizasse outra massa?

3.3 (Opcional) Experimente para outras condi¢des de atrito (disco preto).
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4 Determinacio da frequéncia de ressonincia do sistema

Periodo de oscilagdo do sistema na ressonéncia :

4.1 Estime o valor da frequéncia de ressondncia a partir do periodo do ajuste

sinusoidal aos valores de amplitude da oscilagdo:

Jr=

4.2 Estime a frequéncia propria do sistema a partir da frequéncia de ressonania

entrando com A obtido anteriormente na eq. (32):

fO:

Compare o valor obtido com aqueles que calculou a anteriormente. Comente:

4.3 Que diferengas observaria na oscilacdo (amplitude e frequéncia) se utilizasse

outras condicdes de atrito? E se utilizasse outra massa?
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4.4 (Opcional) Variando a velocidade do motor excéntrico preencha a partir dos dados

experimentais a seguinte tabela:

T,(s) f(Hz) Ay (m)

4.5 (Opcional) Valor do coeficente de amortecimento, da amplitude inicial e da
frequéncia prépria do sistema obtidos a partir do ajuste da expressdo
A, . .
A, = 5 aos dados experimentais:
\/(a)é —a)j) +4Xw’

Compare estes valores com os que obteve no pontos 2 e 3.

Nota: para fazer o ajuste em Excel deve usar a expressdo polinomial de 2° grau

1 1 407 -2} 4
oy o EE
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5 Conclusoes
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