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Lei de Gauss na matéria

Vector de Deslocamento Eléctrico D.

* Para uma superficie de Gauss S, delimitando um volume V e passando
completamente dentro de um dielétrico, contendo cargas livres (ou de
condugao) Q. e densidades de cargas de polarizagao em superficie o, e

em volume pp, obtemos da lei de Gauss:
ffE-clS: Dt =— (Qc+Q)),,
S &o

€o

onde Q, designa as vargas de polarizagao dentro da superficie de Gauss

0= [[.co®rasi@r+ [[[ po@avd

As cargas de polarizacao num dielétrico tém que
somar zero porque sé existem em pares +-.

Assim, qualquer que seja o volume de dielétrico a considerar

[J.eo@r-asi@r+ [[[po®av® =~ [[ op@as. @

onde S; representa qualquer superficie interna do dielétrico, e Se =S =90
é a fronteira do volume de dielétrico dentro da superficie de Gauss S.

ffs‘E\.d?:g—];(Qc—le_’\-d?) = ffs(gof+ﬁ)-d§=0c

¢ Desta forma obtemos a Lei de Gauss Genaralizada a dielétricos

ﬁﬁ' Cﬂg\:QC

onde designamos por D o vector de Deslocamento Elétrico

—_

¢ De acordo com a lei de Gauss generalizada tem-se assim que a carga
livre Q. internaa s=00é

ffsﬁczfzﬂfuv-ﬁduzoc

pelo que podemos assemelhar v.D a uma densidade volUmica de carga
livre pc.

V-D=pc
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+ Para meios lineares, homogéneos e isotrépicos (LHI) e campos pequenos

comparados com o campo de rotura, podemos usar

onde y. se designa a Suscetividade Eléctrica.

—

P:XegoE\

Nesse caso podemos sempre definir

onde

—_—

D= 80E+ﬁ =(1 +Xe)80EE ¢E

E = 8r80

é a Permitividade Eléctrica do material e

e =1+ x,

a Permitividade Relativa ou Constante Dielétrica do material.

+ Desta equacéo conclui-se que, conhecido E é possivel determinar a
polarizacao em meios (LIH) como

ou seja

Constantes dielétricas e campos de Rotura

—

P:XESOEE (8 — So)E\

Material Constante Dielétrica e, | Campo Rotura (10° V/m)
Véacuo 1 —
Teflon 2.1 60
Oleo Silicone 2.5 15
Polistireno 2.56 24
Mylar 3.2 7
Cloreto Polivinil 3.4 40
Nylon 3.4 14
Papel em Parafina 3.5 11
Papel 3.7 16
Quartz Fundido 3.78 8
Baquelite 4.9 24
Vidro Pirex 5.6 14
Porcelana 6 12
Borracha Neopreno 6.7 12
Ar seco 59. 3
Agua 80. —
Titanato Estroncio 233. 8
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Descontinuidade do campo através duma superficie
carregada.

+ A Lei de Gauss implica que na passagem de uma superficie carregada
com densidade de carga o, a componente normal
E-n=E,
do campo eléctrico E sofra uma descontinuidade.
+ No caso geral, se a superficie separar duas regides de permitividades ¢ e
g, 0 uso da Lei de Gauss com o vector D = sE numa caixa elementar S

com bases de area S, paralelas a superficie de separacao, de cada lado
desta, permite ver que no limite em que a altura de S tende para zero,

®5(D) = (D;-n;+Dy;-ny) Sg= (D — D)) - Ny Sg= 07 S¢
jd que A, = —-N,, ou seja
(Dy-D))-ny =0 = enEjj—e Ej =0

Se usarmos a Lei de Gauss com o campo E obtemos em vez disso
Oc+0p
Ss

®(E) = (E,'ﬁ,+E\,,'ﬁ,,)Sg= (E;I_EI)'H;ISB:
€o

ou seja

coEj—Ej)=0c+0p
Assim, mesmo que nao existem cargas livres na superficie de separacao
dos dois dielétricos (o = 0), a componente normal de E sofre uma
descontinuidade quando ha cargas de polarizagdo o, # 0, mas a
componente normal de D é continua através da transicao.

Por outro lado, as componentes do campo E paralelas a interface entre
os dois meios devem ser iguais dos dois lados, como consequéncia do
Teorema de Stokes para um campo potencial
56?4?:0 —  E=E < D/=2Dj
b ]
onde a componente paralela é
(Exﬁ)xﬁ: E'
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compenente normal (D - D)y =o

Na passagem de um meio dielétrico para outro, na auséncia de cargas
de conducao (o= 0), deve verificar-se
Ei _ B

enEj =g Ep = Ej = Ay e
i B

E
tan(6,) = — tan(,)
&
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Determinacao das Cargas Superficiais de
Polarizacao num dielétrico homogéneo.

+ Num condensador plano de area A junto a armadura positiva a lei de
Gauss para um cilindro elementar que atravessa a armadura e entra no
dielétrico indica que a carga interior ao cilindro é A(o¢+0p) e portanto

80‘#v E\'Cﬂg\:A(Uc'f‘o-p)

gauss

+ Multiplicando ambos os lados pela constante dielétrica - concluimos que
8rA(0-5+0-p) = 8r80ﬁ?'d§= \#\E\'dg = AO-C

1-¢ £—&o
Oc=—

O-p: Oc

er e

N
[am)
-]
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Problema: Condensador com placa de nylon
Um condensador de placas paralelas tem uma area A=0.1m? e uma
distancia entre placas de d = 3 mm.

A meio no seu interior esta uma placa de nylon de espessuras=1mm. A
constante dielétrica relativa do nylon é & = 3.4, e suporta um campo

eléctrico maximo de 14 x 10° 7‘/7

A constante dielétrica relativa do ar é &, = 1.00059 ~ 1 e suporta um
campo eléctrico maximo de 3x10°® Z.

Uma das armaduras tem uma carga Q = 1.5x 1078 C (a outra tem uma
carga -Q).

Calcule o campo eléctrico no ar e no nylon dentro do

condensador.

+ Como deve variar o campo eléctrico E ao passar do ar para o nylon?
E, = E, +E,y

+ Como deve variar o campo de deslocamento eléctrico D ao passar do ar

para o nylon?
(E\ar - B\ny) 'ﬁ+ =0

+ Qual é a relagao entre P e o deslocamento eléctrico Dy, ?

Dny = &o Eny+PL=”:_I gEny

+ Qual é a relagao entre P e o campo eléctrico Epy?
. N _ 1)
P:: (8—80)Eny == EoXeEny == (1—_)Dny
LIH er
+ Qual é a relacdo entre a densidade das cargas superficiais de polarizacao
Tpol € a polarizagao P?
P— RN 1
0_p+ == P‘n+=: Oc 1__
Er
oc = o, representa apenas cargas livres de conducao.
+ Em que sentido aponta o campo E, de polarizagao? E o vector de

polarizacao P?
P/ D J -Epy
+ Qual é a densidade de carga o. nas armaduras do condensador?
Q

Oy =—0_=—

A
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Como é o campo dentro do condensador plano ?

Dado que \/Z' =0.3m>d=0.003m vamos assumir que o campo interno
no condensador é aproximadamente invariante para deslocamentos
horizontais. Desprezando variacdes nas fronteiras, o campo deve ser
vertical em todos os pontos no interior.

= = — O
(I)cy/ZggED-ncﬂS:QC ou q)cy/z‘#f-ndsz—c
cyl cyl &

O vector deslocamento eléctrico D = ¢ E relaciona-se com a carga livre
Q. (carga de conducao) dentro do cylindro de Gauss. A vantagem de
usar a primeira forma da lei de Gauss é que nao existe referéncia
explicita a constante dielétrica do meio (se houvesse contribuicdes para
o fluxo devidas a campos em meios diferentes, que ¢ se usaria na lei de
Gauss?).

Ouy(2)== D(2)-Anri= o, ar? D2 = o.n,
Neste caso verifica-se que nao existe dependéncia explicita em z, ou

seja D é constante em todo o condensador. Num dielétrico com
permitividade relativa ¢, = Ei 0 campo eléctrico deve ser
o

E. - 2+ h, = Q n. noare ~1
E:: 1 B . 80 SOA
&r&o Eny =2+ p, = Q n, nonylon
Eré€o SrSOA
Para os valores dados
(. -8
E. =4rx9x109 1:2x107 5 Ear =16.964x10% (¥)
10-1 m
_ 1.5x10°8 _. v
E, = 4rx9x109 ==2X2Y _p E,, =4.989%x103 (¥
b 3.4x10°1 e ()
5[
5[
AS GE“SSM
o A e
| 1 \ FJ, (HD
e e
i 1. = i { Epor i
da ~Dw yl _1 E I

|

=]
ol
=l
-0




Aula-9.nb | 9

Qual é a capacidade do condensador?
A capacidade dum condensador € a razao entre a carga armazenada e a
queda de potencial V = ¢, —¢_ entre as armaduras.
Q
C=— F
v (F)

Uma forma simples de resolver consiste em notar que Ear 3 g- -Ap,, €

Eny 3 = —Apny em cada segmento do condensador, pelo que
d
V:: —2 Alpar—A(pny:: —(2 Ear +Eny) g

Substituindo os valores de E;, e E,y determinados antes obtém-se a

definicao de C
30 3er g A

" |2Ea+En|d  Qe+1) d
Para uma solucao mais completa note que o potencial associado ao

campo Ear é tal que -V, = Ear Para um campo constante na direccao
n, = -e, deve-se ter

2
$arlZ] == o + z paraze [5 d, d]

8oA

Dentro do nylon o potencial associado ao campo E,y é

1 2
enylz] = ¢1+ z paraze [5 d, 3 d]

SrSOA
Na regiao do ar abaixo do nylon o campo volta a ser E;, € o potencial
associado é

1
@arlZ] = ¢ + Z paraze [0, 5 d]

SoA
Como o potencial ¢[z] deve ser uma funcao continua, nas regides

fronteira deve-se ter coincidéncia para os valores do potencial de cada
lado.

Q
SDar[d] =@y = Y+ — o = d
g A

2 2 2(1 Q

24l =gl d : -2 (2-1)Zq
Soar[3 ] ‘;0ny[3 ] $o —¥1 3G, o A

1 1(1 Q

Zd| = gal= d > —gp === - 1) d

S"ny[3 ] ‘Par[3 ] Y1 —¥2 3\, o A

varl0] == ¢_ = Yy —p_ =
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As constantes nas expressodes do potencial ficam assim determinadas

P2 = p-
1(1 Q

pr=p-——|—-1 d
3 er 80A
1(1 Q

po=p-+=|—-1 d
3 Er 80A
1(1

o=@ +—|—+2 Q d
3 \gr Acgo

A gueda de potencial entre armaduras V =¢, —¢_ é

1 1) O
V=o9,—p_.=—|2+— d
3 E&r soA

1 1 9 1.5x10°8 3
= = X|2+— |x4rx9%x10° X ———— x3x107° == 38.92 V)
3 3.4 101

A capacidade requerida é

Q 3erg0A
74 Re+1Dd

3 x 3.4><% x109x 107!
C= z =3.85x 1071 (F)
2x3.4+1)x3x1073
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Qual é a energia armazenada nesse condensador?

A energia armazenada num condensador corresponde ao trabalho
realizado contra o seu campo interno para separar as cargas que estao
nas armaduras. Assim, se a carga na armadura positiva é Q e a queda de

potencial é V, entao a energia total é, tendo em conta que C = \—‘3

q 12 1_ ., 1
== V( )d == —dqQ=— — = —CV == —VQ
‘ foJ PEI= ), ¢ 2 C 2 2

Tendo obtido V e C na alinea anterior basta substituir em qualquer das
expressoes equivalentes

2
= lvolf2)2,

6 g/ go A
1 1 (1.5x1078)
Uc===|2+— |x4rx9x10%x —————— x3x1073=2.92x1077())
6 3.4 101
102 1 (1.5x1078)
UC == - 2 == - Q == 2.92)( 10_7 (j)

2 C  23.85x 10°10

1 2 1 -10 2 -7
C::ECV Ex3.85>< 10710 (38.92)2 - 2.92x 1077 ())
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Como faria para calcular a energia associada ao campo
eléctrico do condensador?

Note-se que a energia pode ser considerada como existente no campo
eléctrico, com densidade

1 1
Ue:_E‘D:—\a2

2¢e

N

Assim, dado que neste caso D = o, n, € constante dentro de todo o
condensador, e zero fora dele, é facil calcular a energia total tendo em
conta E=1 D e 0 volume Uar=20ny =A%

£

1 o2 (1 1
UC = f UQdU == _|D| dU == _Uar+_Uny
Utot Umt28 2 Eo &

1 1 2Ad 1 1) Q2
C:=—(2+—)(9) o 3 —(2+—) O d
2 g/\A/J g 3 6 e/ g A
Qual é a maior carga que esse condensador pode armazenar

sem correr riscos de uma descarga?

O campo de descarga do condensador € o menor dos campos maximos
suportados pelos seus dielétricos. Neste caso Earmax = 3 x 10° ;Vq 0 que

significa que a carga na armadura positiva se mantém para valores

inferiores a este. Como E; = % = E—QA obtemos para a maxima carga no
(] (o]

condensador

x10°2%x101x3x10% ==2.65 x10°° (@)

Omax = €0 AEarmax ==
X9

Esta carga nao é suficiente para danificar o condensador porgue o
campo dentro do nylon para esta carga é
Omax 1

= — Earmax < Enymax
greoA &

Assim a descarga nao passa através do nylon. De facto seria necessaria
uma carga muito maior para causar a rotura no nylon

Eny =

x1072%x101x14%x10°=-42x10"° (O

Qrot = grgoAEnymax =3.4x 270

Estando o condensador em circuito aberto, o que acontece a
diferenca de potencial entre as armaduras quando a placa de
nylon é retirada?

Em circuito aberto as armaduras estao isoladas, e portanto a sua carga
mantém-se invariante. Assim, quando a placa de nylon é retirada, a
queda de potencial entre as armaduras passa a ser a de um
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condensador com capacidade C,, = 22

d
Vo= 222 45089 )
Car EoA
Este valor é maior que o anterior V = 3 (2 + 81) 2 d=38.92 V. A

diferenca de potencial entre as armaduras aumenta.
Qual é o trabalho que é preciso efectuar para retirar essa
placa de nylon?

Como vimos que a diferenca de potencial no condensador aumenta
gquando se retira o nylon em circuito aberto, isso significa que a energia
armazenada também aumenta, ou seja agora

1 1
Uar = > QVy = > x1.5%x10%x50.89 ==3.81x1077 ())

A diferenca de energia armazenada sé pode ser justificada como o
trabalho realizado sobre o condensador para retirar o dieléctrico. Assim
AU= Ug—Uc==3.817x10"7 —=2.918x 1077 () ==8.98x 1078 ())

Qual é a Forca aplicada sobre o dielétrico?

| | —  _— I

a0 T A(x) 00 A0 N/

E:1(X) l

i —————
e |

| Eyx) ¢ .

d y(%) S - l
| -

E® l Fo0 )

a(0- A \\ o(X)- AX)

A capacidade do condensador com o nylon retirado x metros na direccao
e, pode ser calculada como a de dois condensadores em paralelo, um
com nylon e drea A;[x] = (A-x0 e outro s6 com ar e drea A,[x] = x¢, onde
té a largura da armadura (dimens&o na direcgdo e,). A capacidade dos
dois é a soma das capacidades de cada um, e assim

3ereo Arlx] N g0 Az[X]

e +1Dd d

Cix] = Ci[x]+ G2 [x] =

AilX]=A—-xx 1 ; A X]=xx 1 ; A=fxcC

(1_8r)80f 3A808r
X+
d(l+2¢g) dl+2¢g)
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A-e)enf _ 3Acg 5

d(1+2s) ' d(l+2s)

Assim, ao retirar o dieléctrico de nylon estamos a fazer variar
continuamente a capacidade do condensador, que varia linearmente
com x na forma C[x] =a x+ 3, € COMO a Sua energia armazenada é

Uc = % %2 obtemos para uma pequena variacao de C que
1 Q?
cﬂUC = - E E dC

A expressao para a variacao de energia armazenada passa assim a
escrever-se em funcao de x como
dU([X]==— = ————adx=F-dF
2 (ax +p)?

Desta expressao deduzimos que a forca sobre o dieléctrico de nylon que
realiza este trabalho é

N 1 aQ?

Fix]=————@e

2 (ax +p)>

Se assumirmos que x varia entre 0 e o comprimento ¢, o trabalho total
para extrair o nylon sera

AU f(lU (x] 1 02 f 1 Ix 1 02[ 1 ]C 1 Qz( 1 1)
== == — - —_— e [ pe— N
¢ ¢ 2 0 (@X +B)? 2 ax + B0 2 aCc+B B




