EXAME DE FISICA IV - ELECTROMAGNETISMO

18 de Junho de 2003
Cursos de Eng. Fisica Tecnolégica, Matematica Aplicada e Computagdo,
Eng. Aeroespacial e Computagdo e Informatica

__ATENCAO - LEIA S.F.F. AS INSTRUCOES QUE SE SEGUEM:

(@) Duracdo: 3 horas. (c) Assinale na primeira folha os grupos a que respondeu.
(b) Cotacdo: 5 valores cada pergunta. (d) Resolva cada problema em folhas separadas.

(Problema-1) Quando se faz passar uma corrente eléctrica | na juncao (pela base, de raio r) de dois condutores
cilindricos diferentes, de condutividades o; e o, e permitividades ¢, e &, respectivamente, aparece
uma distribuicdo de cargas junto a essa jun¢do. Determine a expressdo da respectiva densidade
de cargas p e a sua natureza, explicando o seu raciocinio. (Sugestdo: use condic@es fronteira).

(Solucdo:) (a) Da Lei de Gauss V- D = p. deduz-se, por integragdo numa caixa cilindrica 8 (de base Aa e altura sh
desprezavel) com bases paralelas a face S da juncéo, de cada lado desta, que

[];V-Dav = ffaB[D -dS = (D,, — D;,)Aa + o(6h) = AQ,
onde AQ, = fffgpcdv é a carga livre no interior de 8. Notando que, se houver uma distribuicao
superficial de cargas livres p.,em S, (Slrim)AQB = psAa # 0, obtém-se no limite
Dy, =Dy, = pcs (%)

(b) De acordo com a Lei de Ohm, a densidade de corrente J; = o; [E; em cada meio (linear) de condutibili-
dade o; onde exista um campo eléctrico [E;. Como D; = g [,

I = [[s9-dS=[[¢ZD,dS  (=12)

donde se conclui que

& &
(221 = (02 D) a5 flpmtS= Qs
2 1
Se assumirmos distribuicdo homogeénea de corrente, entdo a densidade superficial média de carga em
Sé

B _Qs_ I (& & c
P =Pes = S  ar? o, o0 ("‘2)

(c) Quando | > 0 no sentido 1 - 2, assumindo i—i ~ 1 nos condutores, a carga superficial p, acumulada
em S é positiva quando a condutividade o, < o7, i.e. quando o condutor 2 tem maior resistividade.

(Problema-2) Dois tubos cilindricos coaxiais condutores, de raios
r, er, séo baixados na vertical sobre um banho de
6leo, de densidade p e constante dielétrica . Apli-
cando uma diferenca de potencial V entre os tubos,
mostre que o 6leo sobe no espago entre os tubos até
uma altura dada por

(e — g V?
pg(ry® —ry%log (:—2)

1

h=
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(Solugdo:) (a) A energia armazenada num condensador de capacidade C = 8, quando carregado com carga Q e
diferenca de potencial V = Ay entre as armaduras, é

Uy = [2V(ada= [,° Ladg = }v2C

(o) Se mantivermos a diferenca de potencial V constante! e fizermos variar a capacidade C em funcio
dum parametro h, i.e. C = C(h), entdo a variagdo de energia armazenada no condensador €

dU,(h) = %vzdcm)

Contudo, uma tal variagdo implica um correspondente acréscimo de carga dQ(h) = V dC(h) fornecido
ao condensador, o0 que acarreta um fornecimento de energia, por parte da bateria ao condensador, de

dE,(h) = V dQ(h) = V2dC(h)

A diferenga dW(h) = dE,(h) — dU (h) = %VZ dC(h) é assim a energia que ’sobra’ para realizar o
trabalho necessério a alteragdo de geometria do condensador, i.e. @ mudanga da capacidade C(h).

(c) Da expressdo para o trabalho dW(h) = %dh = F(h)dh se conclui que a forca total que actua sobre o

dielétrico (6leo) deve ser ch
_1.,,dC(h)
R = 2V dh

(d) A capacidade dum condensador cilindrico, de raios r, e r, e altura H > r;, com dielétrico de permi-
tividade &, é calculavel sabendo que o campo entre as armaduras € radial, de magnitude E(r) = FQHr
(usando lei de Gauss), donde se conclui que ¢ = —% log(r) + ¢,, pelo que

Q
2neH

r Q 2xsH
loa(=2 — —_x_=-7°
og(rl) C \Y; Iog([—j)

p(ry) —er) =V =

(e) O condensador do problema pode ser encarado como dois condensadores em paralelo, um de alturah e
constante dielétrica £ (6leo), e outro de altura H — h e constante dielétrica &, (ar). Como a capacidade
de condensadores em paralelo se adiciona, a capacidade total é

27 (h(e—g,) + Hgy)

,dC(h) 7 (s—-g,) V2
log(#) -

Clhy = dh Iog(:—i)

= Fh= %V

(f) Numa situacdo de equilibrio, a forca F(h) deve anular o peso do 6leo elevado F(h) = pn (r% - rf) hg,

donde se conclui
(‘9 - 80) v?

pg(ry —ri)log()

h=

IN.B.- No caso do condensador estar isolado e desligado da bateria, € a carga Q nas armaduras que se mantém constante, mas o potencial

V(h) = c%) é variavel. Neste caso, a energia armazenada no condensador de capacidade C(h) é U (h) = %% Uma variagdo dh que
corresponda a um aumento de capacidade dC(h) > 0 implica um decréscimo de energia armazenada
1 @
dU.(h) = - dCh) < 0
e = =5 S 2

Isto significa que esta energia é usada na realizagao de trabalho para alterar a geometria do condensador, i.e. dW(h) = —dU,(h) = % C?;z dCc(h).
Assim, para haver equilibrio

awhy _ 1 Q@ dchy _ @ 1og() (- &)
2007 AN an(h (o e+ He
27Q2 (5 - 1) log(2)
8776000 (1"~ 117) H?

h= [(AH/E)% ;(A+ \/E)_%]z H e,

F(h) = 5 =p7 (r;2-r?) hg

pelo que, pondo A= 1 + (um nGmero puro, como se pode ver pelas unidades de vlgo = [’\‘C—’;‘z]) se obtém

3 (8 - 80)
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(Problema-3) Considere o seguinte modelo. Duas barras condutoras muito longas e paralelas estdo num plano
horizontal, separadas por 3.5 cm, e ligadas por uma outra barra BD de massa m = 3g. A barra
esta inicialmente em repouso mas pode deslocar-se sem atrito sobre as duas primeiras.Mantendo
0 contacto entre as trés barras, podemos em qualquer posicdo estabelecer uma corrente | no
circuito ABCDEA. Uma fonte mantém a corrente no valor contante | = 24 A

(a) Calcule a inducdo magnética [EC no ponto C, a meia distancia entre Be D.

Embora o campo aumente quando nos deslocamos na direc¢do das extremidades B ou D,
considere o valor médio de B, ao longo da barra BD, o valor (B) = 5 x B,
(b) Calcule assim a forca total F que se exerce sobre esta barra e a sua aceler-
& acdo a no instante em que se comega a mover.
(c) Calcule a velocidade ¥ no instante em que a barra BD percorreu 130 cm.

©AJR2003

(Solucdo:) (a) Para calcular o campo magnético criado pela corrente | = 24 A percorrendo o circuito I' = ABCDEA

ldlx (-1
B&) = Ho f %
dnJr B-1P
Usando um sistema coordenado com origem em C, podemaos parametrizar simplesmente o caminho T,
usando d para designar o comprimento do troco BD e L o comprimento de AB ou DE:

deve-se usar a lei de Biot-Savart?

I(s) = s&, + 3¢, com  (-L<s<0) em AB
I(s) = SE, com (-3<s<9) em BD
I(s) =se, - 5 @y com (-L<s<0) em DE
I(9=-Lé,+se, com (-2<s<9) emEA

Notando que em C se tem ¥ = 0, a expressdo de B_ simplifica-se para

| [1xdl
ﬂ3c=ﬂ3<0>=ﬁ‘%ﬁfr 3

No caso do trogo AB, podemos ver que jis = ¢, e portanto 1x j—‘s = —g ¢,. Assim a contribuicéo deste
trogo para o campo B(0) é

I o _ds
A[BAB(0)=NLIJ‘ IXdl_ ol (T 728 4o Ml
4r Jas

P 4n ‘L(%2+Sz)% 2rd /1+% z

2N.B.- A utilizagdo da Lei de Ampére para cada um dos trogos, e subsequente sobreposicdo dos campos em C, ndo é aqui valida porque
s6 ha uma forma de ter um condutor com corrente | a terminar num ponto a distancia finita: é quando esse ponto representa a armadura
de um condensador acumulando carga a taxa % = |. Mas entdo temos que entrar em conta com o campo eléctrico varidvel causado por
essa acumulacdo de carga, i.e. na Lei de Ampére teriamos de conhecer o termo de corrente de deslocamento jd = %D e contabilizar a sua
contribui¢do para o campo em C.
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d-=> - 7
5 €, contudo o integral €

O trogo BD nio contribui para o campo em C, e para DE tem-se 1 x (‘f;‘s

feito no sentido inverso do de AB, donde

| Ixdl pl (- 98 | N
ABDE(O)z%fﬁ e 2 Y L B

B A, 7(%;)%“’3:‘%“?5_; :

Finalmente para EA, tem-se 4 = €, e também 1x 4 — _L&,, contribuindo assim com

= ~ d N
ol Ixdl pu,l (2 -Lg, Ul d
A[BEA(O)z—f =t | % ds=-—"°0 " ¢
A Jen P AT g (124 @) 4?1+ &

Adicionando todos os termos obtemos

No limite ¢ < 1 podemos ver que

|
B, = _”o_d §,=-2743x10"C¢, (T)

v/
(b) Utilizando a aproximagéo do campo médio constante (B) = 5 x B_. ao longo da barra BD, e sabendo
que aqui j—; = €,, podemos calcular a forca de Lorentz exercida na corrente | a partir da expressao

- -2 | 5 1o 1
F:If allx([B):If ny(—— AZ) =2Ho" & =1.152x10%6, (N)
BD g nd s

A aceleracdo da barra é constante durante 0 movimento: a =

Fo_ s m
m = 0.384¢€, ().
Para um movimento com aceleracdo constante a pode-se usar, em consequéncia da conservacao de

(©
Energia Mecanica total, o resultado

1., 1., o
§|V1|2—§|V0|2=a-Ax

Sev,=0eAx = 1.3¢, (M), entdo v, = V2a-Ax €, = 0.9992¢, ().

4
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(Problema-4) Uma onda e.m. plana, monocromatica, propagando-se no vazio (¢, = g, = 1), apresenta uma
polarizacgdo circular direita (helicidade negativa). Incide segundo um angulo de i = 45° sobre a
superficie de um dielétrico com ¢, = 2.56, u, = 1. O campo eléctrico da onda apresenta uma
amplitude de E, = 5 x 10~° (¥) e a sua frequéncia angular é dada por £ = 2 x 10° (&)

(a) Calcule o seu comprimento de onda A;, e 0 comprimento de onda A; da onda transmitida.

(b) Calcule o valor médio do vector de Poynting da onda transmitida.

©AJR2003

(Sugestdo:) Use as equagdes de Fresnel para

a onda reflectida: oL = _ SN0 =1 . Eoi _tani-n)
" E, sin(i + 1) © E, tan(i+r)
4+ orida transmitida: B, _2 cos(i)sin(r) @ _ 2 cos(i) sin(r)
" E, sin(i + 1) © E, sin(i+r)cos(i—r)

onde E,, e E,, sdo as amplitudes das componentes perpendicular e paralela ao
plano de incidéncia da onda incidente.

(Solugdo:) (a) Usando a relacdo de dispersdo w = kc, onde c é a velocidade de propagacdo da onda no meio e
w=f=2xx 105 (), obtém-se

A=2F_27C 5 10° m)
k w

. A . x . c . -
no vazio. Dentro do dielétrico a velocidade de propaga¢do daonda é ¢’ = ot onde n’ designa o indice
de refraccdo do dielétrico, " = /e i, ~ /€, = 1.6, pelo que

p=2r 27 A 875 108 (m)
K w n
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(b) Usando a Lei de Snell podemos determinar primeiro o angulo de refracgdo r:

V2

2x16

sin(r) = % sin(i) = r= arcsin( ] = 26.23°

Usando este valor, e tendo em conta que para polarizagéo circular se tem E;, = E;, = E,, podemos

calcular 2 cos(i) sin(r) v
, s(i) si 3 3 Vv

Bo, sini+r) ° 33> 1077 Q)

, 2 i)si V

e .cos(l)sm.(r) E, = 3.486 102 (%)

sin(i + r)cos(i —r) m

(c) O vector de Poynting S = [E x H representa uma densidade de fluxo de energia electromagnética (i.e.
energia que atravessa uma area unitaria por unidade de tempo). De facto, a densidade de energia do

campo electromagnético é sempre

No caso de uma onda plana, E = Ege! ™Y B = Lk x E = % ii x E, donde

1 1 J -
W0p=5(8E2+FE2)=8E2 (ﬁ) (sz,us)

ComoH = }1 B (e aqui B = 1 ii x E) obtemos, relembrando® que i - E = 0,
J

_ e em s ee2e [ I
S—[EX[H—ﬂC[EX(nX[E)—sEc (mzs) (¢ =cn)

1 . . Al
O modulo deste vector é [S]| = \/%EZ = ?EZ, onde Z' = \/g () designa a impedancia do espaco

’

onde a onda se propaga. O valor médio do vector de Poynting da onda transmitida é assim, usando
Z=25= \/‘;t 25 = 235.456 (2) e notando que (sin(wt)?) =
1

(8)- 7 (€% -

’ 7. - W
55 (EZ +EJ)=489x% 107° (—2)

SN.B.Useax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
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