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1. Considere o sistema representado na �gura, 
onstituído por

duas pla
as de espessura desprezável e tamanho in�nito, 
olo
adas

nas posições +d e −d do eixo XX. Ambas as pla
as estão unifor-

memente 
arregadas 
om uma densidade de 
arga positiva +σ.

a) [1 ℄ Determine a expressão do 
ampo elé
tri
o, ~E(+d), 
riado

em todo o espaço pela pla
a 
olo
ada na posição x = +d.

b) [1 ℄ Determine a expressão do 
ampo elé
tri
o 
riado pelo 
on-

junto das duas pla
as em todo o espaço, ~E.


) [1 ℄ Tomando 
omo ponto de referên
ia a origem do referen
ial (x = 0), determine a expressão do poten
ial

elé
tri
o 
riado pelas duas pla
as nas diferentes regiões do espaço.

Resolução

a) O 
ampo elé
tri
o 
riado por um plano in�nito 
arregado 
om uma densidade de 
arga +σ pode ser


al
ulado utilizando a lei de Gauss, tal 
omo se en
ontra expli
ado no exemplo 1.2.3 da 
ole
ção de

problemas da 
adeira. Estando o plano situado no plano Y Z, 
om 
oordenada x = +d, o 
ampo

elé
tri
o :

~E = +
σ

2ε0

~ux , x > d

~E = −

σ

2ε0

~ux , x < d

b) O 
ampo total 
riado pelos dois planos pode ser obtido a partir do prin
ípio da sobreposição uma vez que

já se 
onhe
e o 
ampo 
riado por um só plano:

~E =
σ

2ε0

~ux +
σ

2ε0

~ux =
σ

ε0

~ux , x > d

~E =
σ

2ε0

~ux −

σ

2ε0

~ux = 0 , −d < x < d

~E = −

σ

2ε0

~ux −

σ

2ε0

~ux = −

σ

ε0

~ux , x < −d




) A função poten
ial num ponto de�nida 
omo o integral de linha do 
ampo elé
tri
o desde esse ponto até

um ponto de referên
ia onde se 
onsidera que o poten
ial é nulo. No nosso 
aso o ponto de referên
ia foi

estabele
ido na origem do referen
ial (x = 0):

φ =

∫ ref

x

~E · ~dℓ =

∫ 0

x

E dx

φ =

∫ 0

x

0 dx = 0 , −d < x < d

φ =

∫ 0

x

E dx =

∫ d

x

E dx +

∫ 0

d

0 dx =
σ

ε0

(d − x) , x > d

φ =

∫ 0

x

E dx =

∫ −d

x

E dx +

∫ 0

−d

0 dx =
σ

ε0

(d + x) , x < −d

2. O 
ilindro representado na �gura tem uma se
ção 
onstante

S = 2 mm2, um 
omprimento L = 10 
m e está ligado a uma

fonte de 
orrente I = 2 mA. A sua 
ondutividade elé
tri
a não é


onstante, variando ao longo do seu 
omprimento de a
ordo 
om a

expressão σc = 0, 5/z [Ω−1.m−1].

a) [1 ℄ Determine as expressões da densidade de 
orrente ( ~J) e do


ampo elé
tri
o (~E) dentro do 
ilindro.

b) [1 ℄ Determine a resistên
ia elé
tri
a do 
ilindro.


) [1 ℄ Determine a potên
ia dissipada por efeito de Joule no 
ilindro. Qual é a extremidade do 
ilindro que se

en
ontra a maior temperatura?

Resolução

a) A 
orrente elé
tri
a esta
ionária e uniformemente distribuída em 
ada se
ção do 
ondutor (a 
ondutividade


onstante para 
ada se
ção). Desta forma:

~J =
I

S
~uz = 103 ~uz A.m−2

O 
ampo elé
tri
o pode ser en
ontrado a partir da densidade de 
orrente utilizando a lei de Ohm:

~E =
~J

σc

= 2 × 103 z ~uz V.m−1

b)

R =
V

I

V =

∫ L

0

E dz = 2 × 103

[

z2

2

]L

0

= 10 V

R = 5 kΩ


) A potên
ia total dissipada por efeito de Joule no 
ondutor

P = V I = 20 mW



A densidade de potên
ia dissipada por efeito de Joule

p = J E = 2 × 106.z W.m−3

ou seja, em z = L h mais potên
ia a ser dissipada por unidade de volume no 
ondutor (maior resistividade)

pelo que o 
ondutor atingir a uma maior temperatura.

3. Um ele
trómetro é um instrumento para medição de diferen-

ças de poten
ial. O ele
trómetro 
ilíndri
o é 
omposto por duas

armaduras 
ilíndri
as (o
as) 
oaxiais de altura L e raios a e b. A

armadura interior, de raio a e massa desprezável, en
ontra-se ligada

a uma mola de 
onstante elásti
a κ e pode-se deslo
ar axialmente

ao longo do eixo ZZ. Quando o ele
trómetro se en
ontra des
ar-

regado a armadura de raio a en
ontra-se 
ompletamente fora da

armadura externa (z = 0).
O ele
trómetro, quando ligado a uma diferença de poten
ial V ,

apresenta a geometria da �gura. Desprezando os efeitos de bordo

nas armaduras (isto é, 
onsiderando os 
ampos 
omo se fossem


riados por armaduras 
ilíndri
as in�nitas), determine:

a) [1 ℄ o 
ampo elé
tri
o, ~E, existente nas diferentes regiões interiores à armadura de raio b;
Nota: na análise do 
ampo elé
tri
o podem-se 
onsiderar as regiões indi
adas na �gura abaixo
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b) [1 ℄ a densidade linear de 
arga, λ, em 
ada uma das armaduras;


) [0,5 ℄ a 
apa
idade do dispositivo, C, em função de z;

d) [0,5 ℄ a força elé
tri
a segundo ~uz que é exer
ida sobre a armadura interior;

e) [1 ℄ Dis
uta, justi�
ando, qual o valor máximo de diferença de poten
ial mensurável por este dispositivo.

Resolução

a) O 
ampo elé
tri
o na região 1, num ponto qualquer a uma distân
ia a < r < b é dado pela lei de Gauss:

∮

S

~E · ~n dS =
Q

ε0

Nas regiões 2 e 3, o 
ampo elé
tri
o é nulo, uma vez que não existiriam 
argas elé
tri
as interiores a uma

superfí
ie 
ilíndri
a fe
hada S, que passasse por um qualquer ponto existente nessas regiões.



b)

∮

S

~E · ~n dS =
Q

ε0

=
λℓ

ε0

~E =
λ

2πε0

1

r
~ur

O 
onhe
imento da diferença de poten
ial permite-nos obter a densidade linear de 
arga (λ) e portanto

E:

V =

∫ b

a

~E · d~r =
λ

2πε0

∫ b

a

dr

r
=

λ

2πε0

ln

(

b

a

)

~E =
V

ln
(

b
a

)

1

r
~ur


)

C =
λ z

V
=

2πε0 z V

V ln
(

b
a

) =
2πε0

ln
(

b
a

)

d) A energia do sistema só depende da 
oordenada z:

U =
1

2
CV 2 =

1

2

2πε0

ln
(

b
a

) z V 2

A força ao longo de z deriva-se então 
omo:

F = +
∂U

∂z
=

1

2

2πε0

ln
(

b
a

) V 2

e) A força elé
tri
a sobre a armadura interna, propor
ional a V 2 puxa-a para dentro do 
ilindro exterior

sendo equilibrada em 
ada instante pela força da mola F = kz. Desta forma, a medida do alongamento da

mola dá-nos a tensão apli
ada. O alongamento máximo da mola 
orresponde à posição em que o 
ilindro

interior se en
ontra todo dentro da armadura exterior (z = L).
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1. A radioa
tividade existente na Terra assim 
omo os

raios 
ósmi
os que nela in
idem produzem a ionização

da sua atmosfera, o que faz 
om que esta possua uma


ondutividade elé
tri
a que aumenta 
om a altura. De

forma simpli�
ada, pode-se admitir então a Terra 
omo

um 
orpo esféri
o 
ondutor de raio R ≃ 6 × 106 m, ro-

deada por um meio 
ondutor de 
ondutividade elé
tri
a

variável 
om a altura. Sabendo que a Terra possui um


ampo elé
tri
o à sua superfí
ie, radial, ~E = −100 ~ur

V/m:

a) [1,0 ℄ Determine a 
arga elé
tri
a total, Q, existente na

Terra.

R

E

b) [1,0 ℄ Determine a energia ele
trostáti
a armazenada pela Terra.


) [1,0 ℄ Sabendo que a 
ondutividade elé
tri
a do ar junto à superfí
ie terrestre é de σc = (6/π) 10−14

S/m, determine a 
orrente elé
tri
a total que �ui na dire
ção da Terra.

d) [1,0 ℄ Caso não existissem fontes de 
arga elé
tri
a, o me
anismo de des
arga pela atmosfera

levaria a Terra a �
ar neutra. Veri�que que a lei de variação de 
arga na Terra é dada

por:

Q(t) = Q0e
−σc

ε0
t

e estime o tempo de neutralização τ .

e) [1,0 ℄ Medições do 
ampo elé
tri
o a uma altura h = 100 m, mostram que este diminui de

10% em relação ao existente à superfí
ie da Terra. Determine a densidade média de 
arga

existente na região próxima da superfí
ie terrestre.

Sugestão: Note que pode 
onsiderar o raio da Terra R >> h. O volume de uma 
amada

de ar de espessura x a uma distân
ia r do 
entro da Terra é dado por: V ≃ 4πr2x.



Corre
ção

a) Tendo em 
onta a lei de Gauss e usando 
omo superfí
ie gaussiana a superfí
ie terrestre, tem-se:

∮

S

~E · ~ndS =
Q

ε0
⇒ Q = −ε04πR2E = −4 105 [C]

b) A energia ele
trostáti
a armazenada 
orresponde ao trabalho gasto para dotar a Terra de uma


arga Q e é dado por U = 1
2
QΦ, onde Φ é o poten
ial a que as 
argas se en
ontram.

U =
1

2
Qφ =

Q2

8πε0

1

R
= 1, 2 1014 [J ]

Nota: Na resolução deste problema, a densidade de energia asso
iada ao 
ampo elé
tri
o uE = 1
2
ε0E2

poderia ser integrada em todo o volume onde existe 
ampo elé
tri
o,

U =
∫

∞

R

∫

π

0

∫ 2π

0
1
2
ε0E2r2drsenθdθdφ =

∫

∞

R

∫

π

0

∫ 2π

0
1
2
ε0

(

1
4πε0

1
r2

)2
r2drsenθdθdφ


) Cal
ulando a densidade de 
orrente elé
tri
a, ~J = σc
~E = − 6

π
10−12~ur [A/m2], pode-se obter

a 
orrente elé
tri
a 
omo sendo:

I =

∫

S

~J · ~ndS = 864 [A]

d) A 
orrente elé
tri
a de des
arga da Terra pode ser es
rita 
omo:

I = σc4πR2E(r=R) = σc4πR2

(

1

4πε0

1

R2

)

=
σc

ε0
Q

Donde, a 
orrente de des
arga da Terra através da atmosfera I rela
iona-se 
om a 
arga Q
armazenada nesta através de:

I = −dQ

dt
⇒ −dQ

dt
=

σc

ε0
Q ⇒ Q = Q0e

−
σc

ε0
t

O tempo de neutralização (τ ) da Terra 
orresponde ao tempo de redução da 
arga armazenada

na Terra para Q/e. Donde obtém-se τ = ε0

σc
∼ 500 [s]

e) A 
arga na 
amada esféri
a de raios entre [R, R + h] é dada a partir da lei de Gauss por:

Q = ε0

∮

S

~E · ~ndS = ε0

[

Er=R4πR2 − Er=R+h4π(R + h)2
]

≃ 4πR2ε0

[

E(r=R) − E(r=R+h)

]

Donde, a densidade de 
arga existente na 
amada esféri
a é dada por:

ρ =
Q

V olume
=

Q

4πR2h
= ε0

E(r=R) − E(r=R+h)

h
=

10−12

36π
[C/m3]



2. Uma pelí
ula 
ilíndri
a 
ondutora de raio a, espessura

desprezável e 
omprimento in�nito, é per
orrida por uma 
or-

rente elé
tri
a esta
ionária I, tal 
omo se mostra na �gura

(a).

a) [1,5 ℄ Determine a expressão do 
ampo magnéti
o ~B dentro

e fora da pelí
ula (r < a e r > a).

Um ele
trão é lançado 
om uma velo
idade ~v0 paralela à dos

ele
trões de 
ondução da pelí
ula e a uma distân
ia ao eixo

do 
ilindro r0 > a.

b) [1,5 ℄ Determine a expressão do módulo da força a que �
a

sujeito o ele
trão em função da posição r, e faça um

esboço da sua traje
tória.


) [1,0 ℄ Determine a expressão da energia 
inéti
a do ele
trão

em função da posição r.

(a) (b)

Em torno da pelí
ula 
ilíndri
a é 
olo
ada uma espira 
ir
ular de raio b, tal 
omo se mostra na

�gura (b).

d) [1,0 ℄ Determine o 
oe�
iente de indução mútua do sistema 
ilindro-espira.

Corre
ção

a) Apli
ando a lei de Ampère e utilizando 
aminhos 
ir
ulares Γ 
on
êntri
os 
om a pelí
ula 
ilín-

dri
a, tem-se:

r < a : ~B = 0

r > a : B2πr = µ0I ⇒ ~B =
µ0

2π

I

r
~uθ

b) A força apli
ada sobre o ele
trão em módulo vem:

∣

∣

∣

~F
∣

∣

∣
= qv0

µ0

2π

I

r


) O trabalho realizado pela força magnéti
a sobre o

ele
trão é nulo, uma vez que ~F ⊥ ~v;

W =

∫

~F · d~ℓ = q

∫

(~v × ~B) · d~ℓ = 0

Desta forma, não há variação de energia 
inéti
a.

A traje
tória do ele
trão vai ser 
ir
ular, mas aten-

ção, 
om raio variável uma vez que a força (sempre

perpendi
ular à velo
idade!) à medida que o ele
-

trão se aproxima da pelí
ula, aumenta, diminuindo

portanto o raio de 
urvatura do ele
trão.

T =
1

2
mv2

0

I

v0

F



d) O 
oe�
iente de indução mútua é dado por:

M =
Φesp

I
= 0

uma que que o �uxo do 
ampo magnéti
o (Φ =
∫

~B · d~S) que atravessa a espira é nulo.

3. As pla
as de indução ele
tromagnéti
a são utilizadas 
omo

alternativa aos fogões a gás 
onven
ionais. Naquelas, o aque-


imento do re
ipiente faz-se através da indução de 
orrentes

elé
tri
as (
orrentes de Fou
ault). O prin
ípio físi
o da pla
a

de indução pode ser estudado 
om re
urso a um solenóide

muito 
omprido de raio a, densidade de espiras n e a ser per-


orrido por uma 
orrente elé
tri
a alternada de baixa frequên-


ia, I(t) = I0 cos(ω t). No interior do solenóide existe

um 
ilindro metáli
o feito de material não magnéti
o(∗) (µ0),


ondutividade elé
tri
a σc, raio a e altura b. Desprezando o


ampo magnéti
o produzido pelo próprio 
ilindro, determine:

a) [1,0 ℄ o 
ampo magnéti
o ~B no interior do solenóide.

b) [1,0 ℄ o �uxo do 
ampo magnéti
o que atravessa um 
ír
ulo de raio r do material 
ondutor.


) [1,0 ℄ a força ele
tromotriz (f.e.m.) induzida na 
ir
unferên
ia de raio r.

d) [1,0 ℄ a densidade de 
orrente elé
tri
a induzida em função de r.

e) [1,0 ℄ a potên
ia dissipada no 
ilindro.

(∗)Nota: o material das panelas utilizadas nas pla
as de indução é de fa
to magnetizável!!!

Corre
ção

a) Uma bobine in�nita é um dos quatro 
asos em que se pode ali
ar a lei de Ampère.

∮

Γ

~B · ~dℓ = µ0Iint

Por ser um 
aso 
lássi
o de apli
ação da lei, tratado na bibliogra�a da 
adeira, vamo-nos es
usar

de a detalhar nesta resolução (notar que o aluno ao resolver o exame deve detalhar a resolução!).

O resultado da apli
ação da lei é:

~B = µ0nI0cos (ωt) ~uz

b) O �uxo do 
ampo magnéti
o que atravessa a superfí
ie S delimitada pelo 
aminho 
ir
ular Γ de

raio r é 
al
ulado da seguinte forma:

Φ =

∫

S

~B · ~ndS =

∫

S

B~uz · ~uzdS =

∫

S

BdS = µ0nπr2I0cos (ωt)

Note-se que o 
ampo magnéti
o varia no tempo mas é uniforme e daí ser 
onstante na integração

no 
ír
ulo.




) A força ele
tromotriz induzida numa 
ir
unferên
ia de raio r é dada pela lei de Faraday-Lenz

em que o �uxo através da superfí
ie delimitada pela 
ir
unferên
ia já foi 
al
ulado na alínea

anterior:

ǫ =

∮

Γ

~E · d~ℓ = −dΦ

dt
= +µ0nπr2ωI0sen (ωt)

É importante neste ponto referir que este resultado signi�
a que dentro da bobine existe um


ampo elé
tri
o 
om linhas de 
ampo 
ir
ulares e 
oaxiais 
om o eixo da bobine.

d) Uma vez que a alínea anterior nos deu informação sobre o 
ampo elé
tri
o que existe no interior

da bobine, 
onhe
endo a 
ondutividade do 
ondutor podemos utilizar a lei de Ohm lo
al para

en
ontrar a densidade de 
orrente existente no 
ondutor. Um primeiro passo ne
essário 
onsiste

em rela
ionar o 
ampo elé
tri
o 
om a força ele
tromotriz induzida:

ǫ =

∮

Γ

~E · d~ℓ =

∮

Γ
E~uθ · rdθ~uθ = E 2πr

~E =
ǫ

2πr
=

µ0

2
nrωI0sen (ωt) ~uθ

E em seguida podemos apli
ar a lei de Ohm:

~J = σc
~E = σc

µ0

2
nrωI0sen (ωt) ~uθ

e) Como quer ~E quer ~J não são 
onstantes no 
ondutor 
ilíndri
o (variam 
om r), teremos de


al
ular primeiro a densidade de potên
ia dissipada por efeito de Joule (valor lo
al) e depois

integrar para todo o volume do 
ilindro, obtendo a potên
ia total dissipada no 
ilindro (a potên
ia

forne
ida ao nosso modelo de panela!):

p = JE = σcE
2 = σc

[

µ0

2
nrωI0sen (ωt)

]2

P =

∫

p dV =

∫ b

0

∫ 2π

0

∫ a

0
p rdr dθ dz = σc

[

µ0

2
nωI0sen (ωt)

]2

b 2π
a4

4



4. Os raios X, des
obertos em 1895 por Roentgen e usados habitualmente para a realização

de radiogra�as, fazem parte do espe
tro de radiação ele
tromagnéti
a, ainda que possuam uma

frequên
ia muito superior à da luz visível. O 
ampo magnéti
o asso
iado a um feixe de raios X

que se propaga no ar, é des
rito pela seguinte equação:

~B = 2 × 10−3√µ0cos

[

2π × 1019t − 2

3
π × 1011

(√
3

2
y − 1

2
z

)]

~ux [T ]

Determine:

a) [1,0 ℄ a dire
ção de propagação da onda?

b) [0,5 ℄ o 
omprimento de onda e a frequên
ia dos raios X.


) [1,0 ℄ o 
ampo elé
tri
o da onda.

d) [1,0 ℄ a intensidade de radiação asso
iada à onda ele
tromagnéti
a.

Os raios X in
idem 
om um ângulo θ sobre um


ristal 
ujos planos atómi
os adja
entes estão

distan
iados de d = 3 × 10−10 m (ver �gura).

e) [1,5 ℄ Determine a expressão dos ângulos de

in
idên
ia θ para os quais os dois raios di-

fra
tados mostrados na �gura vão interfe-

rir 
onstrutivamente num ponto afastado

do 
ristal (lei de Bragg).

Corre
ção

a) O argumento da função 
oseno 
ontém o produto interno ~k ·~r que já está es
rito na forma k~n ·~r.
Assim, o ve
tor unitário 
om a dire
ção de propagação será:

~n =

√
3

2
~uy − 1

2
~uz

b)

f =
ω

2π
= 1019 Hz

λ =
2π

k
= 3 × 10−11 m




)

~n =
~E

E
×

~B

B
⇔ ~E = c ~B × ~n

~E = c
1

2
Bx ~uy + c

√
3

2
Bx ~uz

Ey = 6 × 105√
µ0cos

(

ωt − ~k · ~r
)

Ez = 6
√

3 × 105√
µ0cos

(

ωt − ~k · ~r
)

d)

I = 〈S〉 =
c

µ0

〈

B2
〉

= 4 × 10−6 × 3 × 108
〈

cos2
(

ωt − ~k · ~r
)〉

= 600 W.m−2

e) Para haver interferên
ia 
onstrutiva os dois raios

indi
ados na �gura têm de ter uma diferença de

per
urso que 
orresponda a um número inteiro de


omprimentos de onda. Tal 
omo se mostra na �-

gura que se segue, a diferença de per
urso entre os

raios é 2a = 2dsen(θ). Assim a expressão para

os máximos de interferên
ia em função do ângulo

θ, neste 
aso 
onhe
ida 
omo lei de Bragg, é:

2dsen(θmax) = mλ
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1. Considere a pelí
ula esféri
a 
ondutora de raio a e espessura

desprezável, indi
ada na �gura, que se en
ontra 
arregada 
om uma

densidade de 
arga +σ.

a) [1 ℄ Determine a expressão do 
ampo elé
rti
o ~E dentro e fora

da superfí
ie esféri
a (r < a e r > a).

b) [1 ℄ Determine a expressão do poten
ial elé
tri
o φ dentro e

fora da superfí
ie esféri
a (r < a e r > a). Considere 
omo

ponto de referên
ia o in�nito.


) [1 ℄ Determine a 
apa
idade da pelí
ula. Estime a sua ordem de

grandeza 
aso a pelí
ula tivesse um raio semelhante ao raio

da Terra (RTerra ≈ 6000 km).

Considere que existe na vizinhança da pelí
ula um dipolo de 
ar-

gas +q e −q separadas de d. O dipolo pode rodar em torno do

seu 
entro que está a uma distân
ia b do 
entro da pelí
ula (ver

�gura). Sabendo que b >> d e que são válidas as aproximações

r+ ≈ b + (d/2) sen(θ) e r− ≈ b − (d/2) sen(θ), determine:

d) [1 ℄ a expressão da energia poten
ial ele
trostáti
a do dipolo

devida ao 
ampo elé
tri
o 
riado pela pelí
ula. Esbo
e o

grá�
o da energia em função de θ para θ ∈ [−90o; +90o]

e) [1 ℄ determine os pontos de equilíbrio do dipolo e diga justi�-


ando qual o ponto de equlíbrio estável.



Corre
ção

a) A 
arga distribui-se à superfí
ie da esfera. Tendo em 
onta a lei de Gauss e usando 
omo

superfí
ie gaussiana uma superfí
ie esféri
a, tem-se um 
ampo ~E = 0 no interior da esfera e no

exterior vem:

∮

S

~E · ~ndS =
σ4πa2

ε0
⇒ ~E =

σ

ε0

(

a

r

)2

~ur [V/m]

b) r > a

φP =

∫

∞

P

σ

ε0

(

a

r

)2

dr =
σ

ε0
a2

[

−
1

r

]

∞

r

=
σ

ε0

a2

r

r < a

φP =

∫

∞

P

~E · d~ℓ =

∫ a

z

~0 · d~ℓ +

∫

∞

a

~E · d~ℓ =
σ

ε0
a


)

C =
Q

V
=

4πa2σ
σ
ε0

a
= 4πε0a =

2

3
× 10−3 [F ]

d)

U = q+φ+ + q−φ− = q
σ

ε0
a2

(

1

r+
−

1

r−

)

= q
σ

ε0
a2

(

1

b + d
2
sin θ

−
1

b − d
2
sin θ

)

≃ q
σ

ε0
a21

b

[(

1 −
d

2b
sin θ

)

−

(

1 +
d

2b
sin θ

)

−

]

≃ −q
σ

ε0

(

a

b

)2

d sin θ

e) O momento da força sobre o dipolo:

N = −
∂U

∂θ
= −q

σ

ε0

(

a

b

)2

d cos θ

Os pontos de equilíbrio do dipolo determinam-se para N = 0, ou seja θ = ±90 graus. O ponto

de equilíbrio estável 
orresponde ao ponto de energia mínima, uma vez que o sistema se en
ontra

isolado; ou seja, θ = 90 graus.



2. Um 
ondensador de pla
as 
ir
ulares de raio R = 6 
m, que se en
ontram separadas de

uma distân
ia d = 0, 1 mm por um meio dielé
tri
o de permitividade relativa εr = 10, é
ligado a uma fonte de tensão 
om V = 100 V.

a) [1,5 ℄ Derive a 
apa
idade do 
ondensador.

b) [1,0 ℄ Cal
ule a 
arga elé
tri
a armazenada pelo 
ondensador.


) [1,5 ℄ Cal
ule a força entre as armaduras.

De seguida liga-se o 
ondensador a um voltíme-

tro de a
ordo 
om a montagem da �gura, onde

Ca = 0, 1 µF.

d) [1,0 ℄ Cal
ule a tensão que se observa no vol-

tímetro, após se fe
har o 
ir
uito e este

atingir o regime esta
ionário.

Corre
ção

a) Tendo em 
onta a relação entre o 
ampo elé
tri
o e a 
arga armazenada nas armaduras,

∮

S

~D · ~ndS = Qliv ⇒ E =
σ

ε

e o 
ampo elé
tri
o (uniforme) e a diferença de poten
ial apli
ada:

∫

~E · d~ℓ = V ⇒ E =
V

d

pode-se obter a densidade de 
arga armazenada nas armaduras em função da diferença de po-

ten
ial apli
ado:

σ = ε
V

d

A 
apa
idade do 
ondensador vem:

C =
Q

V
= ε

πR2

d
= 10−8 [F ]

b)

Q = σπR2 = ε
V

d
πR2 = 10−6 [C]


) A energia armazenada pelo 
ondensador pode-se expressar em função da distân
ia (z) entre as

armaduras, 
omo sendo:

U(z) =
1

2
CV 2 =

ε

2

V 2

z
πR2

A força:

Fz = +
∂U

∂z

∣

∣

∣

∣

z=d

= −
ε

2

V 2

d2
πR2 = −0.5 [N ]



d) No regime esta
ionário os 
ondensadores estão 
arregados, não havendo qualquer 
orrente no


ir
uito (VR = 0). A 
arga armazenada ini
ialmente no 
ondensador C (QC
0 ) redistribui-se:

QC
0 = QC

1 + QCa

1

CV = CVf + CaVf

Vf =
C

C + Ca

V

≃
C

Ca

V = 10 [V ]



3. Um 
ondutor 
ilíndri
o de raio a é per
orrido por uma 
or-

rente esta
ionária I uniformemente distribuída. A permeabilidade

magnéti
a do material 
ondutor é dada por µ = µ0(2 − r

a
).

a) [0,5 ℄ Determine a densidade de 
orrente elé
tri
a.

b) [1,5 ℄ Determine o 
ampo magnéti
o ~B no interior do 
ondutor.


) [1,0 ℄ Determine a magnetização ~M do 
ondutor. Esbo
e a

magnetização em função do raio r e determine a região onde

esta é máxima.

d) [1,0 ℄ Determine as 
orrentes de magnetização.

e) [1,0 ℄ Determine o 
oe�
iente de auto-indução do 
abo por unidade de 
omprimento.

Corre
ção

a)

I =

∫

s

~J · ~ndS

Como a 
orrente está uniformemente distribuída e paralela ao eixo do 
ondutor:

I =

∫

s

JdS = J

∫

s

dS = Jπa2

~J =
I

πa2
~uz

b) Como o problema tem geometria 
ilíndri
a podemos apli
ar a lei de Ampère, tomando um


aminho 
ir
ular no interior do 
ondutor:
∫

~H · ~dℓ =

∫

~J · ~n dS ⇔ H 2πr = J πr2

~H =
I r

2πa2
~uθ

~B = µ ~H = µ0

(

2 −
r

a

)

I r

2πa2
~uθ


)

~B = µ0

(

~H + ~M
)

⇔ ~M =

(

µ

µ0
− 1

)

~H

~M =
I

2πa2

(

r −
r2

a

)

~uθ

M (0) = 0

M (a) = 0

dM

dr
= 0 ⇔ r =

a

2

O grá�
o da magnetização é então uma parábola invertida 
om valor zero na origem e na superf
ie

do 
ondutor, 
om um máximo no seu ponto médio.



d)

~M = M (r) ~uθ

~JM = ~∇ × ~M =
1

r

d

dr
[rMθ (r)] ~uz

~J
′

M = ~M (a) × ~next = 0

e)

UM =
1

2
LI2

uM =
1

2
µH2 =

1

2
µ0

(

2 −
r

a

)

r2

(

I

2πa2

)2

UM =

∫

v

uM dv =

∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ a

0

1

2
µ0

(

I

2πa2

)2 (

2r2 −
r3

a

)

rdrdθdz =
1

2
·
3µ0

20π
· I2

L =
3µ0

20π



4. O Sol é um rea
tor de fusão nu
lear libertando energia através dos pro
essos de fusão

de nú
leos leves em nú
leos mais pesados. Uma grande fra
ção da radiação libertada possui


omprimentos de onda na região do espe
tro visível. Essa radiação é despolarizada, isto é, a

sua polarização é aleatória e muda 
onstantemente (dura 
er
a de 10−16 s). Num dia de boa

exposição solar a intensidade de radiação que 
hega à Terra e que 
orresponde à média da

potên
ia que atravessa a atmosfera terrestre é aproximadamente 103 W.m−2.

Para se realizarem experiên
ias 
om luz mono
romáti
a e polarizada faz-se passar a radi-

ação solar por um �ltro que deixa passar somente luz vermelha (λ = 500 nm) polarizada

linearmente. A sua intensidade medida num dete
tor é I = 15/π W.m−2.

a) [1 ℄ Determine as amplitudes dos 
ampos elé
tri
o e magnéti
o da luz vermelha.

b) [1 ℄ Es
olhendo para eixo ZZ a dire
ção de propagação da onda, es
reva uma expressão para

o 
ampo elé
tri
o asso
iado à onda.

Nota: pode es
olher o eixo de polarização que julgar mais adequado.


) [1 ℄ Es
reva a expressão do 
ampo magnéti
o ~B asso
iado à onda.

d) [1 ℄ Admita que a luz vermelha in
ide na superfí
ie de separação entre o ar e uma tina de

água salgada (índi
e de refra
ção n = 1, 3) de tal forma que o 
ampo elé
tri
o é paralelo

ao plano de in
idên
ia. Determine o ângulo de in
idên
ia θ para o qual não existe luz

vermelha re�e
tida.

e) [1 ℄ Admita agora que em vez de in
idir na

tina de água, a luz vermelha passa por

um sistema de espelhos separados de uma

distân
ia d = 125 nm e por uma du-

pla fenda, tal 
om é mostrado na �gura.

Qual o ângulo de in
idên
ia no espelho se-

mitransparente (re�e
te 50% e transmite

50%) para que um observador 
olo
ado no

ponto P não veja luz vermelha (interfe-

rên
ia destrutiva)?

Corre
ção

a)

I = 〈S〉 = 〈EH〉 = cǫ0

〈

E2
〉

Como a onda está polarizada linearmente:

I = cǫ0

〈

E2
0cos2

(

ωt − ~k · ~r
)〉

= cǫ0E2
0

1

2

E0 = 60 V.m−1

B0 =
E0

c
= 2 × 10

−7 T



b) Es
olhendo 
omo dire
ção de polarização de ~E o eixo xx,

~E = 60cos (ωt − kz) ~ux

k = 4π × 106 rad.m−1

ω = 12π × 1014 rad.s−1


)

~n =
~E

E
×

~B

B

~B = 2 × 10−7cos (ωt − kz) ~uy

d) De a
ordo 
om o enun
iado do problema, o ângulo pretendido é o ângulo de Brewster:

θB = arctg

(

1, 3

1

)

e) Para existir interferên
ia destrutiva a diferença de 
aminho entre os dois raios terá de ser um

múltiplo de meios 
omprimentos de onda, ou seja, um múltiplo de 250 nm. Se os espelhos estão


olo
ados 
om uma distân
ia de 125 nm, uma diferença de per
urso de "ida e volta"de um dos

raios será pre
isamente 250 nm. Basta então fazer a luz in
idir 
om um ângulo de 0 graus e


olo
ar o dete
tor paralelo aos espelhos.

NOTA: a diferença de per
urso para um ângulo de in
idên
ia arbitrário ∆ℓ = 2dcosθ (demons-

trar 
omo exer
í
io), 
uja solução para o nosso 
aso parti
ular resulta tambm em θ=0.


