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1. Considere o sistema representado na figura, constituído por
dois condutores de forma esférica de raios a e b e de espessura
desprezável. O condutor de raio a está uniformemente carregado
com uma densidade de carga negativa −σ, o condutor de raio b

está neutro e o espaço entre os condutores está preenchido com ar.

a) [1,5 ] Determine, detalhando todos os cálculos efectuados, a
expressão do campo eléctrico, ~E(r), existente em todo o
espaço (r < a, a < r < b, r > b ).

R: Dada a simetria esférica do problema pode utilizar-se a lei
de gauss. As linhas de campo serão radiais em coordenadas
esféricas e as superfícies fechadas a utilizar são superfícies
também esféricas colocadas nas zonas onde se pretende
calcular o campo. As normais a estas superfícies gaussianas
são paralelas ao campo eléctrico, que se considerará generi-
camente segundo ~ur.

Para r < a a carga no interior da superfície gaussiana é nula
~E = 0

Para a < r < b a carga no interior da superfície gaussiana
é Q = −σ4πa2

~E = −
σa2

ε0r2 ~ur

Para r > b a carga no interior da superfície gaussiana é
também Q = 4πa2 uma vez que o condutor exterior está
neutro
~E = −

σa2

ε0r2 ~ur



b) [1,0 ] Determine a expressão do potencial eléctrico em todas as regiões do espaço, tomando para
referência (φ = 0) um ponto do condutor de raio b.

R: φ =
∫ b
r

~E · ~dℓ

Para r > b e a < r < b (o campo eléctrico tem a mesma expressão):

φ =
∫ b
r −

σa2

ε0r2 ~ur · ~dℓ = σa2

ε0

(

1
b

−
1
r

)

Note-se que apesar da expressão ser a mesma, para r > b o potencial é positivo e para r < b o
potencial é negativo

Para r < a

φ =
∫ a
r 0 ~dℓ +

∫ b
a −

σa2

ε0r2 ~ur · ~dℓ = φ(a) = σa2

ε0

(

1
b

−
1
a

)

c) [1,0 ] Diga, justificando, o que se alteraria nas alíneas a) e b) se o condutor de raio b for ligado à terra.

R: O potencial do condutor de raio b ficava idêntico ao da terra, ou seja, igual ao do infinito.
Para que isto aconteça, o campo no exterior do condutor tem de ser nulo: o condutor de raio
b deixava de estar neutro e passava a ter uma carga simétrica da do condutor de raio a. Para
r < b nada se alterava no problema.

d) [1,5 ] Determine a capacidade do conjunto dos dois condutores.

R:

C = Q
V

= −4πa2σ
φ(a)−φ(b)

= 4πε0a b
b−a

e) [1,0 ] Supondo que o espaço entre os dois condutores é preenchido por um material de condutividade
σc, determine a sua resistência à passagem de uma corrente eléctrica que se dirija de um condutor
para o outro.

R:

R = V
I

V = φ(a) − φ(b) = σa2

ε0

(

1
b

−
1
a

)

I =
∫

~J · ~ndS =
∫

σc
~E · ~ndS =

∫

σc

(

−
σa2

ε0r2

)

~ur · ~urdS = −
4πσcσa2

ε0

R = 1
σc

b−a
4πa b



2. Considere um condensador de faces paralelas e quadradas, de
lado ℓ, separadas da distância d (d << ℓ). O interior do conden-
sador encontra-se preenchido por dois meios dieléctricos (ǫ2 > ǫ1),
ocupando cada um metade do volume disponível (ver figura). O
condensador está ligado a uma fonte de tensão V .

a) [1,0 ] Explique porque razão é o campo eléctrico idêntico nos dois
dieléctricos e como consegue a fonte garantir esta condição.

R: d << ℓ ⇒ E = Cte.

Escolhendo um caminho fechado que passe pelos dois dielec-
tricos
∮

~E.d~l = 0 ⇔

∫

~E1.d~l +
∫

~E2.d~l =
∫

(E1 − E2)dl = 0

temos assim E1 = E2.

A fonte garante uma distribuição de cargas na placa condu-
tora é diferente nas duas zonas.

b) [1,0 ] Determine a expressão do campo eléctrico nos dieléctricos.

R: Como o campo é uniforme,

V =
∫

~E.d~l ⇒ E = V
d

c) [1,0 ] Determine a densidade de energia em cada um dos dois dieléctricos assim como a energia po-
tencial electrostática armazenada pelo condensador.

R: uE1 = 1
2
ǫ1E2

1 = 1
2
ǫ1

(

V
d

)2

uE2 = 1
2
ǫ2E2

2 = 1
2
ǫ2

(

V
d

)2

UE =
∫ ∫ ∫

(uE1 + uE2) dV =
∫ ℓ
0

∫ ℓ/2
0

∫ d
0

1
2

(

V
d

)2
(ǫ1 + ǫ2) dydxdz = ℓ2

4
V 2

d
(ǫ1 + ǫ2)

d) [1,0 ] Um dieléctrico de permitividade ǫ3, com ǫ3 < ǫ2, é inserido no sistema pelo lado do dieléctrico
1, empurrando o dieléctrico 2 para fora do condensador. Justifique qualitativamente, com base
na variação da energia potencial electrostática do sistema, se a força eléctrica sentida por este
terceiro dieléctrico tenderá a puxá-lo para dentro do condensador ou a expulsá-lo para fora do
condensador.

R:

U i
E = ℓ2

4
V 2

d
(ǫ1 + ǫ2)

U
f
E = ℓ2

4
V 2

d
(ǫ1 + ǫ3)

∆UE < 0 porque (ǫ1 + ǫ3) < (ǫ1 + ǫ3).

Fx = +∆UE
∆x

< 0 para um ∆x > 0, logo a força expulsa o dieléctrico 3.



3. Considere um transformador em que
um núcleo de material ferromagnético de
permeabilidade µ liga magneticamente dois
solenóides 1 e 2 de N1 e N2 espiras, res-
pectivamente. Os solenóides têm raios R1

e R2 e comprimento ℓ >> R1, R2, e o
núcleo tem uma secção circular na zona dos
solenóides. O solenóide 1 está ligado a uma
fonte de tensão alterna v1(t) que lhe impõe
uma corrente i(t).

a) [1,5 ] Determine, detalhando todos os
cálculos efectuados, a expressão do
campo magnético no interior do
solenóide 1, B1(t).

R: Atendendo a que se pode usar a aproximação do solenóide infinito, o campo é uniforme no
interior do solenóide, com linhas de campo paralelas ao seu eixo, e nulo no exterior. Na presença
de um material ferromagnético pode usar-se a lei de Ampère generalizada aplicando-a, por exemplo,
sobre um contorno rectangular com um dos lados coincidente com a direcção do campo, dois deles
perpendiculares ao campo e o último no exterior do solenóide.

B1(t) = µN1

ℓ
i(t)

b) [0,5 ] Diga, justificando, em que condições se poderá assumir que todas as linhas do campo magnético
existentes no interior do solenóide 1 atravessarão também as espiras do solenóide 2.

R: Para que todas as linhas do campo magnético atravessem os dois solenóides, podemos ten-
tar garantir que as linhas do campo não saiam do material ferromagnético. Esta condição é
equivalente a afirmar que na fronteira de separação entre o material e o ar, o campo não tem
componente perpendicular (não sai). Na ausência de correntes, a lei de Ampère permite escrever
a condição de fronteira:

B⊥ fer = B⊥ ar ⇒ µH⊥ fer = µ0H⊥ ar ⇔ H⊥ ar = µ0

µ
H⊥ fer = 0

Esta condição poderá ser verificada se µ0

µ
≃ 0, ou seja, µ >> µ0

c) [1,0 ] Nas condições da alínea b), determine a expressão do campo magnético no interior do solenóide
2, B2(t).

R: Na condição em que todas as linhas do campo magnético atravessam os dois solenóides, o
fluxo que atravessa cada uma das suas espiras é idêntico:

Φespira 1 = Φespira 2

portanto,

B2 =
(

R1

R2

)2
B1



d) [1,0 ] Determine o coeficiente de indução mútua do sistema.

R: Φ21 = Mi(t) = N2(B2πR2
2)

M = µN1N2

ℓ
πR2

1

e) [1,0 ] Qual a razão entre o número de espiras de cada solenóide, N1

N2
, para que este transformador

possa servir para utilizar um equipamento concebido para 110V na rede portuguesa, de 230V?

R: v1 = N1
dΦespira 1

dt

v2 = N2
dΦespira 2

dt

v1

v2
= N1

N2
= 23

11

4. Um pulso de N partículas carregadas (carga q e massa m), inicialmente em repouso, é acelerado
numa zona 1 por aplicação de uma diferença de potencial V . Seguidamente, após entrar numa zona

2, as partículas são submetidas à acção de um campo magnético uniforme B, perpendicular à sua
velocidade, passando a descrever uma trajectória circular.

a) [1,0 ] Determine a velocidade das partículas v quando saem da zona 1.

R: Ei
c + Ei

p = Ef
c + Ef

p ⇔ qV = 1
2
mv2

Logo v =
√

2qV
m

.

b) [0,5 ] Mostre que o raio da trajectória circular é R = mv
qB

.

R: Fc = Fm ⇔ mv2

R
= qvB

c) [1,0 ] Determine a intensidade da corrente elï¿1
2
ctrica I criada pelo movimento circular das partï¿1

2
culas

na zona 2.

R: I = ∆Q
∆t

. Ao fim de uma volta ∆Q = Nq e v = ∆ℓ
∆t

⇒ ∆t = ∆ℓ
v

= 2πR
v

.

Logo I = Nqv
2πR

d) [1,5 ] Determine a intensidade do campo magnético BI criado pela corrente I no centro da trajectória
das partículas.

R: ~B =
∫ µ0

4π
Id~l×~ur

r2 =
∫ 2πR
0

µ0

4π
Idl
R2 ~uz = µ0I

2R
~uz

e) [1,0 ] Qual seria o tipo de trajectória e o seu novo raio de curvatura se o campo magnético aplicado
às partículas mudasse de direcção, passando a fazer um ângulo de 60o com a velocidade das
partículas.



R: Fc = Fm ⇔ m v2

R′ = qvBsen60o

logo R′ = 2√
3
R (raio maior). A componente paralela de velocidade em relação ao campo ~B

impõe uma trajectória helicoidal.



Formulário de Electromagnetismo e Óptica, MEEC (2008)

Electrostática

• ~E =
1

4πε0

q

r2
~ur

• 1

4πε0

= 9 × 109N.m2.C−2

•
I

Γ

~E · d~ℓ = 0

∇ × ~E = 0

•
I

S

~D · ~n dS =

Z

V
ρliv dv

~∇ · ~D = ρliv

•
I

S

~P · ~n dS = −
Z

V
ρpoldv

ρpol = −~∇ · ~P

σpol = ~P · ~next

• φP =

Z Ref

P

~E · d~ℓ

~E = −~∇φ

• ~D = ~P + ε0
~E

~D = ε0(1 + χE)~E = ε~E

• Q = CV

• UE =

»

1

2

–

X

i

qi φi

• uE =
1

2
εE2

UE =

Z

V
uE dv

• ~Fs = ±dUE

ds
~us

Corrente eléctrica estacionária

• ~J = Nq~v

• ~J = σc
~E

• I =

Z

S

~J · ~n dS

• p = ~J · ~E

•
I

S

~J · ~n dS = − d

dt

Z

V
ρdv

~∇ · ~J = −dρ

dt

Magnetostática

• ~B =

Z

Γ

µ0

4π

Id~ℓ × ~ur

r2

µ0

4π
= 10−7H/m

• d~F = Id~ℓ × ~B

•
I

S

~B · ~n dS = 0

~∇ · ~B = 0

•
I

Γ

~H · d~ℓ =

Z

S

~J · ~n dS

~∇ × ~H = ~J

• ~B = µ0( ~M + ~H)

~B = µ0(1 + χm) ~H = µ ~H

•
I

Γ

~M · d~ℓ =

Z

S

~JM · ~n dS

~JM = ~∇ × ~M

~J
′

M = ~M × ~next

Interacção de partículas e campos

• ~F = q
“

~E + ~v × ~B
”

Campos variáveis e indução

•
I

Γ

~E · d~ℓ = − d

dt

Z

S

~B · ~n dS

~∇ × ~E = −∂ ~B

∂t

• Φi = LiIi + MijIj

• UM =

»

1

2

–

X

i

ΦiIi

• uM =
1

2

B2

µ

UM =

Z

V
uM dv

• ~Fs = ±dUM

ds
~us

•
I

Γ

~H · d~ℓ =

Z

S

~J · ~n dS +
d

dt

Z

S

~D · ~n dS

~∇ × ~H = ~J +
∂ ~D

∂t
Ondas electromagnéticas

• ~S = ~E × ~H

• ~n =
~κ

κ
=

~E

E
×

~B

B

• E

B
= v

• v =
1

√
εµ

• u = uE + uM

• I =
D

~S · ~n
E

Óptica

• n1senθ1 = n2senθ2

• tgθB =
n2

n1

interferência entre fendas

• dsenθmax = mλ

• dsenθmin = mλ +
λ

m′
(m

′ ≤ N e par)

difracção

• asenθmin = mλ

F.Barao, L.F.Mendes Dep. de Física, IST



Algumas Primitivas

Z

dx

(x2 + b)3/2
=

1

b

x
p

x2 + b

Z

xdx

(x2 + b)3/2
= − 1

p

x2 + b
Z

xdx
p

x2 + b
=

p

x2 + b

Z

dx
p

x2 + b
= ln

“

x +
p

x2 + b
”

Z

dx

x(x + a)
=

1

a
ln(

x

x + a
)

Para o cálculo analítico de integrais pode ser consultado o endereço web: http://integrals.wolfram.com

Coordenadas cartesianas (x, y, z)

d~ℓ = dx ~ux + dy ~uy + dz ~uz

dS = dx dy

dV = dx dy dz

~∇F =

„

∂F

∂x
,

∂F

∂y
,

∂F

∂z

«

~∇ · ~A =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

~∇ × ~A =

„

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z
,

«

× (Ax, Ay , Az)

Coordenadas polares (r,θ)

d~ℓ = dr ~ur + r dθ ~uθ

dS = r dr dθ

Coordenadas cilíndricas (r, θ, z)

d~ℓ = dr ~ur + r dθ ~uθ + dz ~uz

dV = r dr dθ dz

~∇F =

„

∂F

∂r
,
1

r

∂F

∂θ
,

∂F

∂z

«

~∇ · ~A =
1

r

∂(r Ar)

∂r
+

1

r

∂Aθ

∂θ
+

∂Az

∂z

~∇ × ~A =

„

1

r

∂Az

∂θ
− ∂Aθ

∂z

«

~ur +

„

∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

«

~uθ +

„

1

r

∂(r Aθ)

∂r
− 1

r

∂Ar

∂θ

«

~uz

Coordenadas esféricas (r,θ, φ)

d~ℓ = dr ~ur + r dθ ~uθ + r senθ dφ ~uφ

dV = r2 dr senθ dθ dφ

~∇F =

„

∂F

∂r
,
1

r

∂F

∂θ
,

1

rsenθ

∂F

∂φ

«

~∇ · ~A =
1

r2

∂

∂r

`

r2Ar
´

+
1

rsenθ

∂

∂θ
(senθAθ) +

1

rsenθ

∂

∂φ

`

Aφ

´

~∇ × ~A =

»

1

rsenθ

∂(senθAφ)

∂θ
− ∂(senθAθ)

∂φ

–

~ur +
1

r

»

1

senθ

∂Ar

∂φ
− ∂(rAφ)

∂r

–

~uθ +
1

r

»

∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

–

~uφ

Teorema da Divergência

Z

V

~∇ · ~A dV =

I

S

~A · ~n dS

Teorema da Stokes

Z

S

~∇ × ~A dS =

I

Γ

~A · d~ℓ

Identidades vectoriais

~∇ · ( ~A × ~B) = ~B · (~∇ × ~A) − ~A · (~∇ × ~B)

~∇ · (~∇ × ~A) = 0

~∇ × (~∇ × ~A) = ~∇(~∇ · ~A) − ∇2 ~A


