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TECNICO | 1° Teste |
Problema 1

1. Considere um condensador dlindrico
formado por duas superficies condutoras
cilindricas, com eixos coincidentes, de
rajios R; e Ry e com espessura de
sprezdvel conforme indicado na figura.
O comprimento do condensador ¢ L 3
R,, R;. 0O espaco entre os condutores
estd preenchido por nm dielétrico de per-
mitividade e. O espaco interior ao con-
dutor de raio Ry é o vazio. O con-
densador encontra-se ligado a uma bate
ria gque mantém a diferenca de potencial

V = ¢(R,) — ¢(R;) > 0.

a) [2,0 | Determine os campos D e E em todos os pontos do espago entre 0 < r < oo, onde 7 ¢é a
distancia ao eixo, em funcio da densidade de carga por unidade de comprimento, A, existente no
condutor interior.

b) [2,0 | Determine a densidade de carga por unidade de comprimento, A, em fungao da diferenca de
potencial V.

No caso de ndo ter realizado a alinea b), derive os resultados que se seqguem em termos da carga
por unidade de comprimento, .

c) [2,0 ] Determine o vector polarizagao P ¢ as densidades de carga de polarizacdo nas duas superficies
do dielétrico, 6'(R1), o’(Rz) e a densidade de carga de polarizagao em volume p’.

d) [2,0 | Determine a energia eletrostatica do condensador.

e) [2,0 | Insere-se no condensador um dielétrico com permitividade € < €, “empurrando” o dielétrico
existente. Diga, justificando, se esse novo dielétrico tende a ser puxado para dentro ou a ser
expulso do condensador.

1-a) Para determinar os campos vamos usar a Lei de Gauss para superficies cilindricas S, deraior e
altura h < L, com eixos coincidentes com o do condensador, e em regibes afastadas das
extremidades do condensador (ou seja, onde para todos os efeitos o condensador pode ser
considerado infinitamente comprido).

Para as regifes onde r <R; our > R, nas condi¢cGes descritas e pela simetria cilindrica do
problema, ?(F) = E(r, z) & (0 (em coordenadas cilindricas {r, 6, z} num referencial com o eixo
€, também coincidente com o do condensador) pelo que os fluxos nas superficies de Gauss S;
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sao
— N Qint
ff EM)-dS=E (r)2nxrh =
r Eo
Uma vez que dentro da armadura interior ndo existem cargas, Qjnt (r < R;) = 0,donde E (r) =0
e
E=E (& 6 =0; D=wE=0, (parar <Ry

Para superficies de Gauss com r > R, também se tem Q¢ (r > Ry) = 0, mas agora porque toda

a carga Ah da armadura interior dentro da superficie de Gauss é compensada por uma carga
—Ah na armadura exterior (devido ao facto que todas as linhas de campo que come¢am na
armadura interior acabarem na armadura exterior dentro da mesma superficie de Gauss). Assim
também setemE (r) =0e

E=E )& () =0; D=uwE =0, (parar >Ry

Para uma superficie de Gauss de altura h dentro do dielétrico, com R; < r < R,, e dado que pela
simetria cilindrica D (/) = D, (r) €, (6) enquanto dS = dS€, (§) na superficie lateral (a Ginica onde
existe fluxo)

o _ A c

ffD-afs:Qi','yge ~ D/(M2rrh=ah = D@ =—=8 [—]

S, 2nr m?
_ D (M R v
EM) = = &® ||
£ 2ner m

1-b) Para determinar a relagdo entre carga e diferenca de potencial é necessério relacionar E com o

potencial.
R N A
E) =V = e () o) =@ — log(r) [V]
2ner e
v o . A | (Rz) N 2reV C
= — = ogl| — S = -
¢ (R1) —¢(R2) > re g R, Iog(_RZ) [m]
Ry

1-c) Paraumapermitividade & = go(1+ xe) deduz-se que &, xe = & — &, donde

. _ (e-&0)A C
P(M) =g xeE(M) =—""%& (0 [_2]
ner m
Sabendo que opg = P.m e que Ppol = -V P obtém-se, na superficie interior do dielétrico
ondem=-8 (@) er =R, =18 (),
R N R (e —&) 2meV V (e — &) C
Tpo (FD) = P (M) - (<& () = - - =]
m

2re Ry Iog(%zl) ) Ry Iog(%)

Nasuperficie exterior do dielétricoonde =€, (@) er =R, =7, -&,(6),
R N R (e —&y) 2meV V (g — &) [C ]
Opol (F2) =P (F2) - (& () = = -
2ne R R R m?
2 Iog(Rl) R> Iog(Rl)

Dentro do dielétrico ndo existem cargas livres, pelo que ai D = Plivie =0
& C

N €o N 0
pp0|(m:_V'P:_V'(;XeD):_;Xeplivre (r)=0 [;]
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1-d) A energia armazenada no condensador €, usando a idéia de que para o carregar € necessario

2
dispender energiaUcong = fv(q)dq = joﬂ dq = = Q- -iqv,
o b C 2 C 2
1 1 nelLV?2
UcondzzQVZ_L/\\/:—R (J]
~2
Iog(Ri)

Em alternativa, poder-se-ia considerar que a densidade de energia no campo eléctrico dentro do
. 1 =2 .
condensador é we(l) = 5 € |E(F)| e integrar esta densidade no volume Q entre as armaduras.

Usando coordenadas cilindricas com &, alinhado com o eixo do conjunto, e relembrando que
dV =r dr dfdz nestas coordenadas, obtém-se também

Ucond = fWe(ﬂ dVv =
QO

L 27 rR 1 ) R, A 2 le R, 7'1'8|_V2
ff f—aE(r)rdrd@dz:f Lne rdr = log|— |=——
o Jo Jr 2 R, 2ner Are R1 IOg(—RZ)
R

1-e) Considerando o sistemaDielétrico+Condensador+Bateria como isolado, a sua energia total E;ot

deve ser constante. Assim, qualquer trabalho mecanico dWpec =F .df realizado sobre os
dielétricos deve verificar

dEot = dWnec+ dUcong+ dUpg =0

Como o condensador esta ligado a fonte de tenséo constante V, a sua energia varia de
dUcong = —;v dQ quando recebe uma carga dQ (0 que acontece porque a capacidade C se
altera).

A capacidade do condensador cilindrico de comprimento L cheio com dielétrico de
permitividade ¢ é

Q AL 2nel

=2

\% Iog(Rl)
Quando temos dois dielétricos dentro do condensador, com comprimentos x (para
permitividade €) e X’ =L —x (para a permitividade ¢’), entdo a capacidade total é a de dois
condensadores cilindricos em paralelo:

2meX 2ne’ (L-X) 2a(x(e-&g)+Lég)
+ =
R R R
Iog(Rl) Iog(Rl) Iog( Ri)
Uma variacdo dC da capacidade implica uma variagéo da carga nas armaduras do condensador

guando estas sdo mantidas a potenciais constantes. Quando essa variacdo resulta de um
aumento dx dacomponente de dielétrico ¢ entéo

[F]

C=C+C =

[F]

dcC 2n(e—-&")V
dQ=VdC =V —dx=—"-—4dx [C]
dXx Iog(&)
R

A carga dQ vem da bateria, que assim perde energia dUpy = -V dQ . Da conservagdo de
energiatotal E; do sistemaresultaque

1 1 n(e—-¢g)V?
dWmeC+EVdQ—VdQ=O = dWnec= F -dF =—VdQ=—""77—dx [J]

TS
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N 7T(8—8')V2_\
F=———8 [N]

Iog(%)

) V2
Quando ¢ > &’ a componente Fy = rlee) Vo

Ry
o)
dentro do condensador o dielétrico original de permitividade &. Ou seja, se ¢ > ¢’ a forca
atractiva sobre o dielétrico original € mais forte que a forga atractiva que o condensador exerce

sobre o novo dielétrico de permitividade &’, resultando em que este seja empurrado para fora
do condensador.

> 0, fazendo assim aumentar x e atraindo para

Problema 2

2. Num cirmito eléctrico utilizase um cabo cilindrico de cobre,
rectilinen de raio By, cuja condutividade eléctrica & o, a permi-
tividade eléctrica gy e a susceptibilidade magnética ¥, = —a (o
cobre & um material diamagnético). Sabendo que o campo eléctrico
no nterior do cabo & Eu = Eye;, determine:

al [1,5 | A corrente eléctrica, I, existente no cabo.

b [2,0 | A resisténcia eléctrica do eabo por unid ade de comprimenta.

c) [1,5 | A poténcia dissipada no cabo por unidade de comprimento.

1

)
d) [2,0 | O campo magnético B, existente na regido interior do cabo
(r < Ry eexterior ao cabo (v > Rq).
Nota: admita qgue o cabo cilindrico possui um eomprimento
miito mmor gue o seu didmetro,

e [1,0 | Admita que o cabo numa dada regiao = < z; =e toma super-
condutor {condutividade eléctrica “infinita”™). Qual o canpo
eléctrico na regido supercondutora e qual a carga eléctrica
existente na fronteira z = 2,7

Admita que envolve o cabo cdlindrico rectilineo de raio R; por um outro cabo condutor de raios
interno e externo respectivamente, Ro = 2R; e Rg = 3H;, alinhando os seus eixos. Considere que
08 cabos sao muito compridos quando comparados com o seu didmetro e que se encontram isolados,

f) [0,5 | Determine a corrente eléctrica Ia (magni-

tude e sentido) que tem de cdreular no con- ’
dutor cilindrico exterior de forma a anular o ,,"f?’/
campo magnético na regiao r > 3. )

g) [1,0 | Determine a for¢a por unidade de compri-
mento existente entre um filamento condutor
(diametro < d) colocado de forma paralela
aos cabos percorrido por uma corrente eléc-
trica I', a uma distincia d, e o cabo cilindrico
exterior.

2-a) Dada a conductividade o, a Lei de Ohm afirma que J = o, E, donde, para qualquer seccao do
cabo
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|=ff T-d§=achff€Z-d§=achan [A]
S S

2-b) Parao campo constante E = E, &, é preciso existir um potencial ¢ tal que E = - V¢, ou seja

o — ¢ (2) | \Y
¢(2) =¢o—-EoZ vVl -~ E, = - [_]
m

z nRZ o
Assim a quedade potencial paraum comprimento ¢ do cabo é
{ R () 1 Ohm

| =R R= —— = [—]
mRf o¢ { ﬂRfO’c

V() =

2-c) A poténciadissipada por unidade de comprimento sera pelalei de Joule

Watt
(0c E; 7R2)? = o, 7R2 E2 [——]
m

P=RI%=
mRi o¢

2-d) Para o célculo do campo magnético usa-se a Lei de Ampere com a intensidade do campo

—

- B . . :
magnético H = = para um circulo T de raio r centrado no eixo do cabo e num plano
u

perpendicular a este
| se r>R;

. |
SEH -dl = (lcond) onde (Teond)r =} — 2 se r < R: LAl
r

i

Dadas as simetrias cilindricas, o campo sera tangente aos circulos concéntricos com o eixo, e
terd magnitude apenas dependente da distancia ao eixo do cabo, pelo que a circulagdo de

H = Hy(r) €4(6) ao longo de um destes circulos I' de raio r é, usando coordenadas cilindricas,
|

e ser >Ry
L 2nr A
SEH -dl =Hy(r)2nr Hy(r) = | [_]
) m
r ser <Ry
27TR12_
Hol N
— &, ser >Ry
. R 2nr
B(F) =By(r)ey(0) = puo(l—aylr 7]

€y(0) ser <R
anf

2-e) Na regido supercondutora z < z; a resistividade é nula p. = 0, o significa uma condutibilidade

o¢ = oo. TeOricamente o campo pode ser E =0eandaassim J # 0, pelo que natransi¢do para a
regido z > z, vai existir uma descontinuidade no campo eléctrico, s6 possivel com a existéncia de
uma distribuicdo superficial de carga o(z;) na seccdo de transicdo. Assim, pela lei de Gauss
aplicada a uma caixa com bases de area AS em cada lado da superficie z = z; (dentro do condutor)

e paredes paralelas aE ,, obtemos

N N o (z7) AS &o |
#EwZS:EoASeZ:— 0(z)) =6 B =
S

€o ﬂRfO'C

C
=]
2-f) Usando mais uma vez a Lei de Ampeére , a corrente |, deve ser tal que para um circuito T
envolvendo os dois cabos naregido exterior onde B=0
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é?-di:ozuo(lzu) o =l [A]
r

2-g) A forga realizada sobre um segmento dl = dz&, do filamento com corrente |’ & distancia d do
condutor exterior é

e (m [N]

it , Hol2 N Mol 217dz
dF =1"dl xB() =1"dze, x =——=¢
27T(d+3R1)

&M
27T(d + 3R1)

dF Lol 217 N

N

Bl Y
dz 27(d + 3Ry) m

A forga por unidade de comprimento que o filamento exerce sobre o cabo exterior € simétrica
desta.
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