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1. Considere dois condutores esféricos, concéntricos, com
a geometria indicada na figura e colocados no vazio. O con-
dutor interior tem uma carga eléctrica total g1 > 0 enquanto
que o condutor exterior tem uma carga eléctrica total gz = 0.
O espago entre os condutores esta preenchido com um dieléc-
trico linear, homogéneo e is6tropo de permitividade €. Deter-
mine:

a) [1,0 ] o vector D no espaco entre os condutores.
Resolucgao:

Fazendo passar uma superficie esférica S de raio r, pelo
ponto onde se pretende calcular o o vecyor 13, pode-se
calcular o fluxo deste através da superficie como sendo:
§sD-RdS = Qi = Damr® = q

liv
_— q 1 >
D = 37 7=ér

b) [1,0 | o campo eléctrico no exterior do sistema de condutores esféricos (r > Rg).
Resolucao:

Dado que o condutor exterior se encontra electricamente neutro (carga nula) e que existe uma
carga +q; no condutor interior, no equilibrio existe uma carga —gp na superficie interna (Rg)
do condutor exterior e uma carga +qj na superficie externa (Rg) do condutor exterior. Fazendo
passar uma superficie esférica S por um ponto a uma distancia » > Rg e aplicando a lei de
Gauss generalizada, obtém-se o fluxo do campo D como sendo (note-se que no interior desta
superficie se tem cargas livres e de polarizagao):

fsﬁ-ﬁdS =Q" = Darr’=q1 —q1 +q1 = D = Z—;T%é}.

q1 1

€,
4weg 2T

Vem portanto para o campo E:- E =

c) [1,0 | o potencial electrostatico do condutor interior, considerando como referéncia ¢(oco) = 0.
Resolucao:



_ oo = —0_ R2 — — oo = -
ijlfi-dE_ RlEl-d£+fR3E2-d£
onde F7 e E5 sao respectivamente os campos eléctricos na regiao entre os condutores (Ry <

r < R2) ena regiéo exterior (r > Rg).
P, = [pr i hdr + [ gl hdr = & |1 (4 - ) + A4

dmwe r2 R3 4meg 72 € €0 R3

| a energia electrostéatica armazenada na regiao entre os dois condutores.

Resolucao:

A densidade de energia electrostédtica na regidao de enrgia entre os dois condutores:
—1D.E=1egp2 — 1 (a1)?

Ug = 2D E = 2€E1 — 32 (71'1"2)

A energia obtém-se integrando a expressao anterior em todo o volume da regido:

2 2
— — 49 (Rzdr (7 . 27 — @ (1 _ 1
Ug = Jy uedV = gm0 [g, 7 Jo sin0d0 [7 dd = 52 (Rl R2)

| a densidade de carga livre, o2, na superficie interior do condutor externo e a densidade de
carga de polarizacdo, o5, na superficie exterior do dieléctrico (r = R2). Relacione estas duas

densidades de carga eléctrica com a discontinuidade da componente normal do vector E em
r = Ry; isto é, mostre que se tem

_ 1
En(Rf) — En(Ry) = . (o2 + 03)

Resolucgao:
Por aplicagdo da Lei de Gauss a carga total na superficie de raio Ry do condutor exterior é
Q> = —q; e portanto a densidade de carga superficial em R vem: oo = 4Q1222 = — 47’3}22

2

A den51dade de carga de polarizacao na superficie de raio Rg do dieléctrico é dada por:
02_P next_P €,

com
P=D — ¢FE =<1,
Assim vem:
oy =01-7 473;23
Entao:
1 1Y — 1 _ 1y a1 _ _ ¢
o (02 4+ 03) = 47reoR2 + (5 AnRE = 4meR2
Por outro lado:
E.(Rf)=0e¢ E,(R;) = 64FR2, logo
+ _ _ 1
Bn(RS) — Bo(Ry) = — gz = & (0 + o)

2. Um fio rectilineo colocado no espaco vazio, transporta uma cor-

rente eléctrica estacionéria Iy = Ig. A envolver o fio e concéntrico
com este, existe um anel de ferro de raio a, permeabilidade mag-
nética p e didmetro b, em torno do qual existe um enrolamento com
N espiras e coeficiente de auto-inducao L Henry, que se encontra
ligado a uma resisténcia eléctrica R. Determine:

a) [1,0

] 0 campo magnético B a uma distancia r (a < r < a + b)
no interior do anel.
Resolucao:

A lei de Ampére generalizada permite-nos calcular o vector
H:

$oH-de=1I, = H2rr =1, = H=LDlg

O Campo magnético vem:

B = m H=#1I




b) [1.0

Admita agora que a corrente que atravessa o fio varia no tempo de acordo com a expressao Iy = Ige™

£) [1,0

| o coeficiente de indugao mutua M do sistema anel/enrolamento-fio, admitindo que @ >> b.
Nota: admitindo que a >> b significa que em boa aproximacdao se pode considerar o campo B
constante no interior do anel de ferro.

Resolucgao:

2
&, = MI, = NBn (g) =NfLr(8) = Nat

| a corrente eléctrica, I, que percorre o circuito RL.

Resolucao:
Como a corrente Iy é estacionaria, nao ha variacao do campo B no enrolamento e portanto pela
lei da inducao <€ = —%) nao hé forca electromotriz induzida. Dai que: Is = 0.

| a energia magnética armazenada pelo anel toroidal, admitindo que @ >> b.
Resolucgao:

A densidade de energia na regiao do toro ferromagnético:

2
1 1B%? _ 1 (plo _ p I3
Um = 3 B H_ p_2u(27ra _871'20,2
A energia magnetlca obtém se integrando no volume do toro:
2
Up = [undV = ——27ra7r (g) =4 aI2

| a corrente de magnetizagao existente a superficie do anel de ferro.
Resolucgao:

O vector magnetizacao no interior do toro:

7 — 7 — (& _ 7 (e _ Iy >
M=xmH = (& -1)H=(%-1) &
A corrente de magnetizagao a superficie do toro (corrente por unidade de comprimento) é circular
possuido em cada ponto a direcgéio do vector unitario tangencial ao toro €y:
Jm:MXn:<“——1) g g,
onde o vector 7i é o vector normal ao toro em cada ponto e apontando para o exterior do toro.

kt

| Determine a equacao diferencial que rege a corrente eléctrica Io, existente no circuito RL.
Resolucao:

Aplicando a lei das malhas ao circuito RL:

-V +Vr=0

Por outro lado, a forca electromotriz induzida na indutancia L é dada por:
Vi =—-95 = 4 (LI, + M)

Vem entao para a equacao diferencial que rege a corrente Iy do circuito:

L4z 4 MY 4 RI, =0 = L2 + RI, = Ioke ™t




3. Pretende-se construir um pequeno gerador eléctrico que con-
verte energia mecinica em energia eléctrica. Para tal, constroi-se
um circuito eléctrico constituido por um condutor em U, de resis-
tividade desprezavel, e fechado por uma haste condutora de forma,
cilindrica, com uma sec¢ao de raio @ e comprimento total 2d. O
circuito tem inicialmente a forma de um quadrado de lado d, e
estd sujeito a um campo magnético B perpendicular ao plano do
circuito.

a) [1.0 | Determine a resisténcia eléctrica circuito inicial correspon-
dente & haste cilindrica de comprimento d, sabendo que a
condutividade eléctrica do material da haste é o.
Resolucao:

A resistividade p, = Ulc(ﬂm) representa a resisténcia de
um cubo unitario do material condutor. Para determinar
a resisténcia de um condutor homogéneo deste material de-
vemos considera-lo constituido por cubos destes em paralelo
para encher uma seccio recta wa?, e suficientes em série para
perfazer o seu comprimento d. Um ntimero n; = wa? de re-
sisténcias p em paralelo formam uma resisténcia equivalente
por unidade de comprimento Rl_1 = np ! = Ry =
# (Qm_l) de seccao wa? (mz), e ny = d destas resistén- d
cias em série formam uma resisténcia R = naRy = %(Q)
de comprimento d(m). Alternativamente poderiamos con-
siderar que se se estabelecesse um campo eléctrico E ho-
mogéneo entre as extremidades da haste, entdo uma tensao
Vao = Joa E.dl = ‘E‘ d deveria existir entre O e A, con-
juntamente com uma corrente homogénea

L~ _,
1=Yg0 = [ [o.B-dS=0, E‘ ma?
Daqui se conclui que

_ Vao _ d __ pcd
R = I ~— oemwa? — wa?

b) Admita agora que a haste é colocada em rotagdo em torno
do ponto O com velocidade angular constante w. Deter-
mine, considerando a situacao em que o circuito se encontra

fechado:

b.1) [1,0 | o fluxo do campo magnético que atravessa o circuito eléctrico, ® g(t).
Resolucao:

Enquanto se encontra em movimento e em contacto com o circuito, o comprimento da haste até
ao ponto de contacto é: £(t) = ﬁ

Assim, a area A(t) do circuito em fungao de ¢ é a area inicial mais a area do triangulo de altura
d e base £(t) sin(wt), ou seja:

A(t) = d? + %d((t) sin(wt) = d? (1 + %tan(wt))

b.2) [0,5 | a resisténcia eléctrica do circuito, R(t).
Resolucao:

pL(t) __ dp
mwa?2 — mwa? cos(wt)

Quando a haste tem comprimento £(t) a sua resisténcia ¢ R(t) =

b.3) [1,0 | a corrente eléctrica induzida no circuito I(t) e o seu sentido de circulagao.
Resolucgao:

A variacao da area do circuito induz uma forca electromotriz € fem, = —‘fi—f onde o fluxo ®(t)
variavel é, orientando a area A(t)com a normal no sentido de B,



b.4) [0,5

®(t) = B-A(t) = Bd® (1 + 1 tan(wt))

£ — d®(t) _  B-dA(t) __ wBd?
Efem( ) - T Tdt T dt — 7 2cos2(wt)
A intensidade de corrente eléctrica é entao no sentido anti-horario
I(t) _ _efem(t) _  wa?Bdw

- R(t) ~—  2pcos(wt)
] a forca magnética total existente sobre a haste em rotacio, Fg(t).
Resolucgao:

A forga Forca magnética dﬁm sobre um segmento di da haste no instante t¢ em que esta é
percorrida por uma corrente I(t) é, tendo em conta que no instante t:
dr(t) = dré,(wt) ; B = —Be,

dFy, (7,t) = I(t)di* x B (F) = I(t)drBép(wt) = 2B dréy(wt)

Fon(t) = [0 AF [7, 8] = [£O I(t)dr Bép(wt) = I(t)€(t) Bép(wt)

Substituindo aqui os valores de I(t) e £(t) determinados anteriormente obtém-se a expressao:
— 282420 —

Fm(t) = ;rpaT%wt“;ee(wt)

| a for¢a mecénica que seria necessaria aplicar na extremidade da barra A, de forma a manter a
velocidade angular w constante.

Resolucao:

Uma velocidade angular constante significa que o momento angular L, = Z& dahaste em relacao
a O se mantém constante, pelo que o momento total (binario) das forcas aplicadas (magnética
+ mecanica) na haste deve ser nulo.

No =% =9
Como a forga magnética esta distribuida sobra a haste, o seu momento em relagdo a O deve
ser calculado integrando os momentos de cada segmento, enquanto o da for¢a mecénica F 4(t)

aplicada em A é apenas: 2d&,(wt) X (—Fa(t)€g(wt))

No = 2d&.(wt) X Fa(t) + [, e T X dFp, (F,t) =
= —2d Fa(t)&, + [f™ r&,(wt) x I(t)drB&y(wt) =
= —2d Fa(t)8, + [fP rdrI(t)Bg, =

= —2dFa(t)8, + 1 I(t)£(t)?B&. =0

Fa(t) = —351(t) £(t)% B&p(wt) = —SOF,,(¢)

4. Considere uma onda electromagnética plana monocromatica a propagar-se no vazio. O campo
eléctrico E da onda é dado por:

E, = Eysin [wt — |k| (%az - @y)}

E, = aFEgsin [wt — || (%:1: — @y)]
E, =0

Determine:

a) [1,0

| a direcgao de propagacao da onda.
Resolucao:

Qualquer ponto cuja posicao é dada por 7 pertencente a um mesmo plano perpendicular & direcgao
de propagagao da onda (K), possui a mesma fase: ¢, = K - 7



Dado o termo de fase do campo electrico ser:
R = |&|(3x — By) = &I, —%,0) - (z,y
tem-se para o versor da direcccao da ond a n =

z)

m|m S

=(3,—%0)

| o valor da constante a para que se trate duma onda plana monocromatica.
Resolucgao:

&

Na onda plana o campo eléctrico é perpendlcular a direcgao de propagagcao: Eld =
Tem-se entao:(Eg, Ey,0) - (5, _T’O) = E;‘ ‘/_Ey =0 => gy = % ?

| a polarizagao da onda.

Resolucgao:

A onda possui polarizacao linear pois as componentes E, e E, oscilam em fase.

] o campo H da onda.
Resolucao:
53— liw B F— liaxiB= /% (ixE
B_can:>H_uocn><E_ HO(nXE)
€xr €y €,
Ax E = % _g 0 :<%+§Ew>é’z:—\/_Eoszn(wt—n ) €
E, E, 0

Donde: H = , /Z‘(’) 23 Ey sin (wt — R - 7) €,

—

| o valor médio do vector de Poynting, <|S |> Realize o calculo numérico no final, tendo em

conta que Eg = 3v2mw V/m.
Resolucgao:

‘S’": ‘Exﬁ‘ = CUe.m, = ceg E? = %E2 = <‘§‘>=\/Z—T(’) <E2>
E2:E£—|—E5:E3 1+ a?) sin? (wt — R -7 :%Eg sin? (wt — K - 7)
(E?) = % E2, uma vez que < sin?(wt) >=1/2.

Donde:

G\ — /eo 2 p2 _ 1 1 N2 =
<‘S‘>_ uo3E V4 w9109 \/47r10739 01W/m

| Considere agora que a onda incide na superficie de separa¢ao vazio(y > 0)—vidro(y < 0),
definida pelo plano y = 0. Escreva o vector de onda, K}, para a onda transmitida (nyidro =
1.5).

Resolucao:

O angulo de incidéncia da onda (com a normal ao plano de separacdo, €y):
7 - (—€y) = cosb;

(1.-%2,0) - (0,-1,0) = Y3 = cost; = sin6; = \/T—cos0; = /1 § =

O angulo que a onda transmitida faz com a normal €y,:
NarStNO; = NyidroStnO:

sinfy = r—sinf; = % % = % = cosly = /1 — sin?0; = /1

vidro

O vector de ondas da onda transmitida:

WIN

Rt = |R| Nwidro ¢ = |R| Nvidro (8in0;, —cos;,0) = |R| 3 5 ( —2\/_ 0> = |R| <%,—\/§,0>



Formulario de Electromagnetismo e Optica, MEEC (2008)

Electrostatica Magnetostatica
— 1 q 1d7 % i
e E = — U e B — Mo X Ur
4meo T r 4w r2
1
. =9 x 10°N.m2.Cc—2 KO o 10-"H/m
4meg 4T
o ?{E-d[:O e dF=1dl'x B
F —
= ° B-idS=0
VXE=0 ?i‘
[ ] ?{ﬁ T_idS—/plivd'U vV-B=0
S \%4 . - -
. D H-dt= J -7 dS
VD = piio ° ‘?{-, /.; n
(] ‘7{ "FidS:—/ Ppoldv VXH=J
S — — _
5 5 e B=po(M+ H)
pPpot = —V - P — — —
_ B =po(1+ xm)H = pH
Opol = P - Tlext .
Ref o . ?4M dé = M -7t dS
« op=/ di r s
. D M=V x M
E=-V¢ =7 — _
— — =M X Text
e D=P+eFE
D= eo(l + XE)E — ¢E Interacgédo de particulas e campos
e Q=CV

° ﬁ:q(ﬁ+6x§)

Campos variaveis e indugio

o up = eE?
Lo d [ = _
. E.-dl =—— B-ndS

UE: uEd'v T dt S
\%4 —
= — oB
— dUEg _, - ==
o F— Ea V x E 5

° f:qu)’
- - 1 B2
o J=o0.FE e up = ———
2 p
o I = SJ i dS Upn = uprdv
\%
o p=J _ dU
d o F, =+ dM_‘S
o 74.1* ﬁdS:—d—/pd'v s d
s 4 tJv oy{Hdé: JﬁdS-}—E/Dr‘idS
e'j»z_l r S - S
dt 8D

e S=ExH
. R E B
e N=—=—X—
K E B
E
e — =
B
1
o v=
VER
(] =ug +un
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Algumas Primitivas

/ dx _ 1 x / xdx _ 1
(2 + )32 b /z2 + b (2 +b)3%%  Jxz2+b

/ xrdx — V22 b
vz2 4+ b -

dx 1 x
/m(m+a) - ;ln(m-i-a)

Para o cdlculo analitico de integrais pode ser consultado o endereco web: hitp://integrals.wolfram.com

/\/;2733—“=1n(~’15+\/m2+b>

Coordenadas cartesianas (x, y, z)

df = dx iy + dy @y + dz @
dS = dx dy
dV =dzx dy dz

or— (20,08 or)

Ox’ Oy 0Oz

. Ay A Az
V-A=8 +B y+8

ox oy 0z

6)(2:(8 g 90

b 9 9 >< Aw’ A 9 Az
oz’ 8y’ 8z ) ( vy Az)
Coordenadas polares (7, 0)

dl = dr G, + r dO g
dS = r dr dO

Coordenadas cilindricas (r, 0, z)

df = dr Gy + 7 dO @y + dz -
dV = r dr db dz

op o (OF 10F oF
or r 80 0z
- - 198(rAy) 10Ae A,
V- -A= - —
r Or r 00 + oz
- - 10A. 0Ap\ _ 0A, OA:\ _ 18(r Ag) 1 BAT> .
VXA=|= - - — = [ -
X (r o006 8z>u+(3z Br>u9+(r or r 00 “
Coordenadas esféricas (r, 0, ¢)
d€ = dr @, + 7 d6 Tg + 7 senb d¢ iy
dV = r2 dr sen8 do d¢
_ F 10F 1 F
oro (2,100, 1 _oF)
or’ r 00 rsenf 9¢
N 1 0 1 o 1 1]
A= — (r2A, — 6A — (A
v r2 9r (r )+ rsenf 860 (senfAo) + rsenb d¢ 2

—

- - 1 6A A 1 1 A A 1 A A
VxA:{ O(senfAg) _ B(send 6)}12’,,4-—{ 84, _ 8(r ¢)}a9+_{w_% iy
T

rsen@ 06 o r | senf 9d¢ or

Teorema da Divergéncia

/6-A‘dV:?§A‘-ﬁds
A% S

Teorema da Stokes

/6x£ds=7éﬁ-d@
S T

Identidades vectoriais

V.- (AxB)=B-(VxA)—A.-(VxB)
V. (VxA) =0
V X (VX A)=V(V:-A) —V2A



