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◦ Teste / 1

◦ Exame: Correção
• Durante a realização do teste/exame não é permitido o uso de telemóveis e aluladoras.
• Identi�que laramente todas as folhas do teste/exame.
• Resolva os grupos em páginas separadas.
• Realize sempre em primeiro lugar os álulos analítios e só no �nal substitua pelos valoresnumérios. Duração Problemas2a Teste 1h30 3, 41o Exame 2H30 1, 2, 3, 41. Considere dois ondutores esférios, onêntrios, oma geometria indiada na �gura e oloados no vazio. O on-dutor interior tem uma arga elétria total q1 > 0 enquantoque o ondutor exterior tem uma arga elétria total q2 = 0.O espaço entre os ondutores está preenhido om um dielé-trio linear, homogéneo e isótropo de permitividade ǫ. Deter-mine:a) [1,0 ℄ o vetor ~D no espaço entre os ondutores.Resolução:Fazendo passar uma superfíie esféria S de raio r, peloponto onde se pretende alular o o veyor ~D, pode-sealular o �uxo deste através da superfíie omo sendo:

∮

S
~D · ~ndS = Qint

liv ⇒ D4πr2 = q1
~D = q1

4π
1
r2~er

PSfrag replaements
R1

R2
R3

ǫ

ǫ0

b) [1,0 ℄ o ampo elétrio no exterior do sistema de ondutores esférios (r > R3).Resolução:Dado que o ondutor exterior se enontra eletriamente neutro (arga nula) e que existe umaarga +q1 no ondutor interior, no equilíbrio existe uma arga −q1 na superfíie interna (R2)do ondutor exterior e uma arga +q1 na superfíie externa (R3) do ondutor exterior. Fazendopassar uma superfíie esféria S por um ponto a uma distânia r > R3 e apliando a lei deGauss generalizada, obtém-se o �uxo do ampo ~D omo sendo (note-se que no interior destasuperfíie se tem argas livres e de polarização):
∮

S
~D · ~ndS = Qint

liv ⇒ D4πr2 = q1 − q1 + q1 ⇒ ~D = q1
4π

1
r2~erVem portanto para o ampo ~E: ~E = q1

4πǫ0
1
r2~er) [1,0 ℄ o potenial eletrostátio do ondutor interior, onsiderando omo referênia φ(∞) = 0.Resolução:



ΦR1
=

∫∞
R1

~E · d~ℓ =
∫R2

R1

~E1 · d~ℓ +
∫∞
R3

~E2 · d~ℓonde ~E1 e ~E2 são respetivamente os ampos elétrios na região entre os ondutores (R1 <
r < R2) e na região exterior (r > R3).
ΦR1

=
∫R2

R1

q1
4πǫ

1
r2dr +

∫∞
R3

q1
4πǫ0

1
r2dr = q1

4π

[

1
ǫ

(

1
R1

− 1
R2

)

+ 1
ǫ0

1
R3

]d) [1,0 ℄ a energia eletrostátia armazenada na região entre os dois ondutores.Resolução:A densidade de energia eletrostátia na região de enrgia entre os dois ondutores:
uE = 1

2
~D · ~E = 1

2
ǫE2

1 = 1
32ǫ

( q1
πr2

)2A energia obtém-se integrando a expressão anterior em todo o volume da região:
UE =

∫

V uEdV =
q2

1

32π2ǫ

∫R2

R1

dr
r2

∫ π
0 sinθdθ

∫ 2π
0 dφ =

q2

1

8πǫ

(

1
R1

− 1
R2

)e) [1,0 ℄ a densidade de arga livre, σ2, na superfíie interior do ondutor externo e a densidade dearga de polarização, σ′
2, na superfíie exterior do dielétrio (r = R2). Relaione estas duasdensidades de arga elétria om a disontinuidade da omponente normal do vetor ~E em

r = R2; isto é, mostre que se tem
En(R

+
2 )− En(R

−
2 ) =

1

ǫ0

(

σ2 + σ′
2

)Resolução:Por apliação da Lei de Gauss a arga total na superfíie de raio R2 do ondutor exterior é
Q2 = −q1 e portanto a densidade de arga super�ial em R2 vem: σ2 = Q2

4πR2

2

= − q1
4πR2

2A densidade de arga de polarização na superfíie de raio R2 do dielétrio é dada por:
σ′
2 = ~P · ~next = ~P · ~erom

~P = ~D − ǫ0 ~E = ǫ−ǫ0
ǫ

q1
4πr2Assim vem:

σ′
2 = (1− ǫ0

ǫ
) q1
4πR2

2Então:
1
ǫ0

(

σ2 + σ′
2

)

= − q1
4πǫ0R2

2

+ ( 1
ǫ0

− 1
ǫ
) q1
4πR2

2

= − q1
4πǫR2

2Por outro lado:
En(R

+
2 ) = 0 e En(R

−
2 ) = 1

ǫ
q1

4πR2

2

, logo
En(R

+
2 ) − En(R

−
2 ) = − q1

4πǫR2

2

= 1
ǫ0

(

σ2 + σ′
2

)

2. Um �o retilíneo oloado no espaço vazio, transporta uma or-rente elétria estaionária I1 = I0. A envolver o �o e onêntrioom este, existe um anel de ferro de raio a, permeabilidade mag-nétia µ e diâmetro b, em torno do qual existe um enrolamento om
N espiras e oe�iente de auto-indução L Henry, que se enontraligado a uma resistênia elétria R. Determine:a) [1,0 ℄ o ampo magnétio ~B a uma distânia r (a < r < a+ b)no interior do anel.Resolução:A lei de Ampère generalizada permite-nos alular o vetor

~H:
∮

Γ
~H · dℓ = I0 ⇒ H2πr = I0 ⇒ ~H = 1

2π
I0
r
~eθO Campo magnétio vem:

~B = µ ~H = µ
2π

I0
r



b) [1.0 ℄ o oe�iente de indução mútua M do sistema anel/enrolamento-�o, admitindo que a >> b.Nota: admitindo que a >> b signi�a que em boa aproximação se pode onsiderar o ampo ~Bonstante no interior do anel de ferro.Resolução:
ΦL = MI1 = NBπ

(

b
2

)2
= N µ

2π
I0
a
π
(

b
2

)2
= N µ

8
b2

a) [0,5 ℄ a orrente elétria, I2, que perorre o iruito RL.Resolução:Como a orrente I1 é estaionária, não há variação do ampo ~B no enrolamento e portanto pelalei da indução (

ε = −dΦB
dt

) não há força eletromotriz induzida. Daí que: I2 = 0.d) [1,0 ℄ a energia magnétia armazenada pelo anel toroidal, admitindo que a >> b.Resolução:A densidade de energia na região do toro ferromagnétio:
um = 1

2
~B · ~H = 1

2
B2

µ
= 1

2µ

(

µI0
2πa

)2
= µ

8π2

I2

0

a2A energia magnétia obtém-se integrando no volume do toro:
Um =

∫

umdV = µ
8π2

I2

0

a22πaπ
(

b
2

)2
= µ

16
b2

a
I2
0e) [0,5 ℄ a orrente de magnetização existente à superfíie do anel de ferro.Resolução:O vetor magnetização no interior do toro:

~M = χm
~H =

(

µ
µ0

− 1
)

~H =
(

µ
µ0

− 1
)

I0
2πr

~eθA orrente de magnetização à superfíie do toro (orrente por unidade de omprimento) é irularpossuido em ada ponto a direção do vetor unitário tangenial ao toro ~et:
~Jm = ~M × ~n =

(

µ
µ0

− 1
)

I0
2πr

~etonde o vetor ~n é o vetor normal ao toro em ada ponto e apontando para o exterior do toro.Admita agora que a orrente que atravessa o �o varia no tempo de aordo om a expressão I1 = I0e
−kt.f) [1,0 ℄ Determine a equação diferenial que rege a orrente elétria I2, existente no iruito RL.Resolução:Apliando a lei das malhas ao iruito RL:

−VL + VR = 0Por outro lado, a força eletromotriz induzida na indutânia L é dada por:
VL = −dΦB

dt
= − d

dt
(LI2 + MI1)Vem então para a equação diferenial que rege a orrente I2 do iruito:

LdI2
dt

+ M dI1
dt

+ RI2 = 0 ⇒ LdI2
dt

+ RI2 = Ioκe
−κt



3. Pretende-se onstruir um pequeno gerador elétrio que on-verte energia meânia em energia elétria. Para tal, onstrói-seum iruito elétrio onstituído por um ondutor em U, de resis-tividade desprezável, e fehado por uma haste ondutora de formailíndria, om uma seção de raio a e omprimento total 2d. Oiruito tem iniialmente a forma de um quadrado de lado d, eestá sujeito a um ampo magnétio ~B perpendiular ao plano doiruito.a) [1.0 ℄ Determine a resistênia elétria iruito iniial orrespon-dente à haste ilíndria de omprimento d, sabendo que aondutividade elétria do material da haste é σc.Resolução:A resistividade ρc = 1
σc

(Ωm) representa a resistênia deum ubo unitário do material ondutor. Para determinara resistênia de um ondutor homogéneo deste material de-vemos onsiderá-lo onstituido por ubos destes em paralelopara enher uma seção reta πa2, e su�ientes em série paraperfazer o seu omprimento d. Um número n1 = πa2 de re-sistênias ρ em paralelo formam uma resistênia equivalentepor unidade de omprimento R−1
1 = n1ρ

−1 =⇒ R1 =
ρ

πa2

(

Ωm−1
) de seção πa2

(

m2
), e n2 = d destas resistên-ias em série formam uma resistênia R = n2R1 = dρ

πa2 (Ω)de omprimento d(m). Alternativamente poderíamos on-siderar que se se estabeleesse um ampo elétrio ~E ho-mogéneo entre as extremidades da haste, então uma tensãoVAO =
∫

OA
~E·d~l =

∣

∣

∣

~E
∣

∣

∣
d deveria existir entre O e A, on-juntamente om uma orrente homogénea

I = VAO
R

=
∫ ∫

σc
~E·dS̃=σc

∣

∣

∣

~E
∣

∣

∣
πa2Daqui se onlui que

R = VAO
I

= d
σcπa2 = ρcd

πa2b) Admita agora que a haste é oloada em rotação em tornodo ponto O om veloidade angular onstante ω. Deter-mine, onsiderando a situação em que o iruito se enontrafehado:

d

d

A

O

θ ω

B

B

b.1) [1,0 ℄ o �uxo do ampo magnétio que atravessa o iruito elétrio, ΦB(t).Resolução:Enquanto se enontra em movimento e em ontato om o iruito, o omprimento da haste atéao ponto de ontato é: ℓ(t) = d
cos(ωt)Assim, a área A(t) do iruito em função de t é a área iniial mais a área do triângulo de altura

d e base ℓ(t) sin(ωt), ou seja:
A(t) = d2 + 1

2
dℓ(t) sin(ωt) = d2

(

1 + 1
2
tan(ωt)

)b.2) [0,5 ℄ a resistênia elétria do iruito, R(t).Resolução:Quando a haste tem omprimento ℓ(t) a sua resistênia é R(t) = ρℓ(t)
πa2 = dρ

πa2 cos(ωt)b.3) [1,0 ℄ a orrente elétria induzida no iruito I(t) e o seu sentido de irulação.Resolução:A variação da área do iruito induz uma força eletromotriz εfem = −dΦ
dt

onde o �uxo Φ(t)variável é, orientando a área A(t)om a normal no sentido de ~B,



Φ(t) = ~B· ~A(t) = Bd2
(

1 + 1
2
tan(ωt)

)

εfem(t) = −dΦ(t)
dt

= − ~B·d ~A(t)
dt

= − ωBd2

2 cos2(ωt)A intensidade de orrente elétria é então no sentido anti-horário
I(t) = −εfem(t)

R(t)
= − πa2Bdω

2ρ cos(ωt)b.4) [0,5 ℄ a força magnétia total existente sobre a haste em rotação, ~FB(t).Resolução:A força Força magnétia d~Fm sobre um segmento d~r da haste no instante t em que esta éperorrida por uma orrente I(t) é, tendo em onta que no instante t:
d~r(t) = dr~er(ωt) ; ~B = −B~ez
d~Fm (~r, t) = I(t)d~r × ~B (~r) = I(t)drB~eθ(ωt) = πa2B2dω

2ρ cos(ωt)
dr~eθ(ωt)

~Fm(t) =
∫

haste d
~F [~r, t] =

∫ ℓ(t)
0 I(t)drB~eθ(ωt) = I(t)ℓ(t)B~eθ(ωt)Substituindo aqui os valores de I(t) e ℓ(t) determinados anteriormente obtém-se a expressão:

~Fm(t) = πa2B2d2ω
2ρ cos2(ωt)

~eθ(ωt)b.5) [1,0 ℄ a força meânia que seria neessária apliar na extremidade da barra A, de forma a manter aveloidade angular ω onstante.Resolução:Uma veloidade angular onstante signi�a que o momento angular ~Lo = I~ω da haste em relaçãoa O se mantém onstante, pelo que o momento total (binário) das forças apliadas (magnétia+ meânia) na haste deve ser nulo.
~No = d~Lo

dt
= 0Como a força magnétia está distribuída sobra a haste, o seu momento em relação a O deveser alulado integrando os momentos de ada segmento, enquanto o da força meânia ~FA(t)apliada em A é apenas: 2 d~er(ωt)× (−FA(t)~eθ(ωt))

~No = 2 d~er(ωt) × ~FA(t) +
∫

haste~r × d~Fm (~r, t) =

= −2 dFA(t)~ez +
∫ ℓ(t)
0 r~er(ωt) × I(t)drB~eθ(ωt) =

= −2 dFA(t)~ez +
∫ ℓ(t)
0 r drI(t)B~ez =

= −2 dFA(t)~ez + 1
2
I(t) ℓ(t)2 B~ez = 0

~FA(t) = − 1
4 d

I(t) ℓ(t)2 B~eθ(ωt) = −ℓ(t)
4 d

~Fm(t)

4. Considere uma onda eletromagnétia plana monoromátia a propagar-se no vazio. O ampoelétrio ~E da onda é dado por:














Ex = E0 sin
[

ωt − |~k|
(

1
2
x −

√
3

2
y
)]

Ey = αE0 sin
[

ωt − |~k|
(

1
2
x −

√
3

2
y
)]

Ez = 0Determine:a) [1,0 ℄ a direção de propagação da onda.Resolução:Qualquer ponto uja posição é dada por ~r pertenente a um mesmo plano perpendiular à direçãode propagação da onda (~κ), possui a mesma fase: ϕr = ~κ · ~r



Dado o termo de fase do ampo elétrio ser:
~κ · ~r = |~κ|(1

2
x −

√
3

2
y) = |~κ|(1

2
,−

√
3

2
, 0) · (x, y, z)tem-se para o versor da direção da onda: ~n ≡ ~κ

|~κ| = (1
2
,−

√
3

2
, 0)b) [1,0 ℄ o valor da onstante α para que se trate duma onda plana monoromátia.Resolução:Na onda plana o ampo elétrio é perpendiular à direção de propagação: ~E ⊥ ~n ⇒ ~E·~n = 0Tem-se então:(Ex, Ey, 0) · (12 ,−

√
3

2
, 0) = Ex

2
−

√
3

2
Ey = 0 ⇒ Ey

Ex
= 1√

3
=

√
3

3) [0,5 ℄ a polarização da onda.Resolução:A onda possui polarização linear pois as omponentes Ex e Ey osilam em fase.d) [0,5 ℄ o ampo ~H da onda.Resolução:
~B = 1

c
~n × ~E ⇒ ~H = 1

µ0c
~n × ~E =

√

ε0
µ0

(

~n × ~E
)

~n × ~E =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ex ~ey ~ez
1
2

−
√

3
2

0
Ex Ey 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
(

Ey

2
+

√
3

2
Ex

)

~ez = 2
3

√
3 E0 sin (ωt − ~κ · ~r)~ezDonde: ~H =

√

ε0
µ0

2
3

√
3 E0 sin (ωt − ~κ · ~r)~eze) [1,0 ℄ o valor médio do vetor de Poynting, 〈|~S|〉. Realize o álulo numério no �nal, tendo emonta que E0 = 3

√
2π V/m.Resolução:

∣

∣

∣

~S
∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

~E × ~H
∣

∣

∣
= c ue.m. = c ε0 E2 =

√

ε0
µ0

E2 ⇒
〈∣

∣

∣

~S
∣

∣

∣

〉

=
√

ε0
µ0

〈

E2
〉

E2 = E2
x + E2

y = E2
0 (1 + α2) sin2 (ωt − ~κ · ~r) = 4

3
E2

0 sin2 (ωt − ~κ · ~r)
〈

E2
〉

= 2
3
E2

0 , uma vez que < sin2(ωt) >= 1/2.Donde:
〈
∣

∣

∣

~S
∣

∣

∣

〉

=
√

ε0
µ0

2
3
E2

0 = 1√
4π 9109

1√
4π 10−7

2
3
9
√
2π = 0.1 W/m2f) [1,0 ℄ Considere agora que a onda inide na superfíie de separação vazio(y > 0)�vidro(y < 0),de�nida pelo plano y = 0. Esreva o vetor de onda, ~κt, para a onda transmitida (nvidro =

1.5).Resolução:O ângulo de inidênia da onda (om a normal ao plano de separação, ~ey):
~n · (−~ey) = cosθi
(

1
2
,−

√
3

2
, 0

)

· (0,−1, 0) =
√

3
2

= cosθi ⇒ sin θi =
√

1 − cos2θi =
√

1 − 3
4
= 1

2O ângulo que a onda transmitida faz om a normal ~ey:
narsinθi = nvidrosinθt

sinθt =
nar

nvidro
sinθi =

2
3

1
2
= 1

3
⇒ cosθt =

√
1− sin2θt =

√

1− 1
9
= 2

3

√
2O vetor de ondas da onda transmitida:

~κt = |~κ| nvidro ~nt = |~κ| nvidro (sinθt,−cosθt, 0) = |~κ| 3
2

(

1
3
,−2

3

√
2, 0

)

= |~κ|
(

1
2
,−

√
2, 0

)



Formulário de Eletromagnetismo e Óptia, MEEC (2008)Eletrostátia
• ~E =

1

4πε0

q

r2
~ur

• 1

4πε0
= 9 × 109N.m2.C−2

•
∮

Γ

~E · d~ℓ = 0

∇ × ~E = 0

•
∮

S

~D · ~n dS =

∫

V
ρliv dv

~∇ · ~D = ρliv

•
∮

S

~P · ~n dS = −
∫

V
ρpoldv

ρpol = −~∇ · ~P

σpol = ~P · ~next

• φP =

∫ Ref

P

~E · d~ℓ

~E = −~∇φ

• ~D = ~P + ε0 ~E

~D = ε0(1 + χE)~E = ε~E

• Q = CV

• UE =

[

1

2

]

∑

i

qi φi

• uE =
1

2
εE2

UE =

∫

V
uEdv

• ~Fs = ±dUE

ds
~usCorrente elétria estaionária

• ~J = Nq~v

• ~J = σc
~E

• I =

∫

S

~J · ~n dS

• p = ~J · ~E

•
∮

S

~J · ~n dS = − d

dt

∫

V
ρdv

~∇ · ~J = −dρ

dt

Magnetostátia
• ~B =

∫

Γ

µ0

4π

Id~ℓ × ~ur

r2

µ0

4π
= 10−7H/m

• d~F = Id~ℓ × ~B

•
∮

S

~B · ~n dS = 0

~∇ · ~B = 0

•
∮

Γ

~H · d~ℓ =

∫

S

~J · ~n dS

~∇ × ~H = ~J

• ~B = µ0( ~M + ~H)

~B = µ0(1 + χm) ~H = µ ~H

•
∮

Γ

~M · d~ℓ =

∫

S

~JM · ~n dS

~JM = ~∇ × ~M

~J
′

M = ~M × ~nextInteração de partíulas e ampos
• ~F = q

(

~E + ~v × ~B
)Campos variáveis e indução

•
∮

Γ

~E · d~ℓ = − d

dt

∫

S

~B · ~n dS

~∇ × ~E = −∂ ~B

∂t

• Φi = LiIi + MijIj

• UM =

[

1

2

]

∑

i

ΦiIi

• uM =
1

2

B2

µ

UM =

∫

V
uMdv

• ~Fs = ±dUM

ds
~us

•
∮

Γ

~H · d~ℓ =

∫

S

~J · ~n dS +
d

dt

∫

S

~D · ~n dS

~∇ × ~H = ~J +
∂ ~D

∂tOndas eletromagnétias
• ~S = ~E × ~H

• ~n =
~κ

κ
=

~E

E
×

~B

B

• E

B
= v

• v =
1

√
εµ

• u = uE + uM

• I =
〈

~S · ~n
〉

F.Barao, L.F.Mendes Dep. de Físia, IST



Algumas Primitivas
∫

dx

(x2 + b)3/2
=

1

b

x
√

x2 + b

∫

xdx

(x2 + b)3/2
= − 1

√

x2 + b
∫

xdx
√

x2 + b
=

√

x2 + b

∫

dx
√

x2 + b
= ln

(

x +
√

x2 + b
)

∫

dx

x(x + a)
=

1

a
ln(

x

x + a
)Para o álulo analítio de integrais pode ser onsultado o endereço web: http://integrals.wolfram.omCoordenadas artesianas (x, y, z)

d~ℓ = dx ~ux + dy ~uy + dz ~uz

dS = dx dy

dV = dx dy dz

~∇F =

(

∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

)

~∇ · ~A =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

~∇ × ~A =

(

∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z
,

)

× (Ax, Ay, Az)Coordenadas polares (r, θ)
d~ℓ = dr ~ur + r dθ ~uθ

dS = r dr dθCoordenadas ilíndrias (r, θ, z)
d~ℓ = dr ~ur + r dθ ~uθ + dz ~uz

dV = r dr dθ dz

~∇F =

(

∂F

∂r
,
1

r

∂F

∂θ
,
∂F

∂z

)

~∇ · ~A =
1

r

∂(r Ar)

∂r
+

1

r

∂Aθ

∂θ
+

∂Az

∂z

~∇ × ~A =

(

1

r

∂Az

∂θ
− ∂Aθ

∂z

)

~ur +

(

∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)

~uθ +

(

1

r

∂(r Aθ)

∂r
− 1

r

∂Ar

∂θ

)

~uzCoordenadas esférias (r, θ, φ)
d~ℓ = dr ~ur + r dθ ~uθ + r senθ dφ ~uφ

dV = r2 dr senθ dθ dφ

~∇F =

(

∂F

∂r
,
1

r

∂F

∂θ
,

1

rsenθ

∂F

∂φ

)

~∇ · ~A =
1

r2

∂

∂r

(

r2Ar
)

+
1

rsenθ

∂

∂θ
(senθAθ) +

1

rsenθ

∂

∂φ

(

Aφ

)

~∇ × ~A =

[

1

rsenθ

∂(senθAφ)

∂θ
− ∂(senθAθ)

∂φ

]

~ur +
1

r

[

1

senθ

∂Ar

∂φ
− ∂(rAφ)

∂r

]

~uθ +
1

r

[

∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

]

~uφTeorema da Divergênia
∫

V

~∇ · ~A dV =

∮

S

~A · ~n dSTeorema da Stokes
∫

S

~∇ × ~A dS =

∮

Γ

~A · d~ℓIdentidades vetoriais
~∇ · ( ~A × ~B) = ~B · (~∇ × ~A) − ~A · (~∇ × ~B)

~∇ · (~∇ × ~A) = 0

~∇ × (~∇ × ~A) = ~∇(~∇ · ~A) − ∇2 ~A


