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Avisos:

Durante a realizagdo do teste/exame ndo é permitido o uso de teleméveis e calculadoras.

Identifique claramente todas as folhas do teste/exame.

Inicie a resolugdo de cada um dos grupo numa nova pégina.

Realize sempre em primeiro lugar os calculos analiticos e s6 no final substitua pelos valores
numéricos.
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Problema 1:

Resolva as seguintes alineas explicando claramente os seus calculos.

a)

b)

<)

d)

e)

g)

Determine o campo eléctrico produzido por uma distribuigdo linear de carga de densidade A
C/m distibuida ao longo do eixo dos zz.

Resolugio

- Al
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Determine a energia do sistema de duas cargas positivas 4-q separadas de uma distancia a.

Resolugdo
A energia do sistema corresponde ao trabalho necessério para o constituir; isto é, o trabalho
realizado para trazer a segunda carga desde co contra o campo eléctrico da primeira:

- dr 7 1
——q/ E_—q/ 47’1’80 ”? _471'80F

Determine o trabalho realizado para transportar uma carga +4 do ponto A ao ponto B quando
submetida a um campo eléctrico uniforme E= E, €, pelo caminho indicado na figura 1.1.

Resolugio

B —_ —
W= —/ gE - dl = —gEy (xg — x4)
A
Determine a expressao da forca sobre uma carga eléctrica 44 que possu1 uma velocidade
v = vy €y e estd sujeita aos campos eléctrico E= Eg ey e magnético B= By €.

Resolugio

F = g(E+ 7 x B) = qE = qE¢@,
uma vez que 7 e B sdo colineares, e portanto o produto externo é nulo.

Determine o campo magnético produzido pelo circuito que transporta a corrente I, no centro
da semi-espira (fig. 1.2).

Resolugio
O campo magnético no ponto central da semi-espira s6 tem contribuigdo desta uma vez que os
fios rectilineos contribuem com um campo nulo.
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Determine a forga entre o circuito que transporta a corrente I e o um fio condutor percorrido
por uma corrente I, ao longo de zz e que passa no centro da semi-espira (fig 1.3).

Resolugio . .
A forca de Laplace, dF = Id€ X B sobre o fio de corrente, é nula uma vez que d¥€ é colinear
com B.

Admita que se representa a Terra por um plano condutor. Determine a densidade de carga
existente na Terra sabendo que o campo eléctrico junto a sua superficie é vertical e dado por
E= —100 2, [V/m].
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h)

i)

j

k)

Resolugio
Da aplicacdo da lei de Gauss a um cilindro de sec¢do AS tem-se:

1
—&EAS = 0AS = 0= —gE=—_——— C/m’
‘ ° 367107
Um condensador carregado apresenta um campo eléctrico uniforme entre as armaduras cir-
culares, E = Ey€.. Determine, justificando, o fluxo do vector de Poynting (S) que atravessa o
volume cilindrico definido pelas armaduras do condensador.

Resolugio
O vector de Poynting S é nulo um avez que o campo magnético no interior do condensador é
nulo.

Um condutor cilindrico cuja condutividade eléctrica ¢ ¢, = 10® S/m encontra-se ligado a
uma bateria. Sabendo que a densidade de poténcia fornecida pela bateria ao condutor é de
1 mW /m3, determine o campo eléctrico existente no condutor.

Resolugio
A densidade de poténcia:

:f-E:o'CEZ = E = £:10_6\/10V/m
14 o,

Uma onda monocromatica de frequéncia angular wy = 10'° rad /s e polarizagao linear propaga-
se no ar. Sabendo que as frentes de onda sdo paralelas ao plano xy e que a direcgdo do campo
eléctrico faz um angulo de 30° com o eixo dos yy, escreva a expressdo do campo eléctrico asso-
ciado a onda electromagnética.

Resolugio

= 1 \/§ wy
E=Ey| ¢+ ——F¢ sin(w t——z)
0 (2 x+ ) y> 0 c
Um feixe de ondas electromagnéticas monocromaticas e polarizadas circularmente de intensi-

dade i~ W/m?, propaga-se num meio dieléctrico de indice de refracgdo n = 2. Determine a
amplitude do campo eléctrico associado as ondas.

Resolugio

<|§|> = ve (E?)
Polarizaco circular: (E*) = E}
velocidade da onda: v = ¢/n = ¢/2
permitividade eléctrica do meio: c/v = 2 = /eleg = & = 4¢g
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Figura 1.1

Figura 1.2 Figura 1.3




Problema 2:
Considere uma pelicula metdlica de espessura desprezavel que pode ser aproximada por um plano
infinito para efeitos de célculos. A pelicula esta carregada com uma densidade de carga positiva
o1 = o [C/m?].

[1,0] a) Determine o campo eléctrico criado pelo plano infinito.

Resolugio

O plano infinito é uma das geometrias em que se pode aplicar a lei de gauss de uma forma simples.
Escolhe-se para superficie gaussiana uma superficie cilindrica que atravessa o plano, ficando com cada
uma das “tampas”de um dos lados do plano. Designando por S a drea de cada uma dessas "tampas”:
[ Eidids = Qint

E2S = 28
ﬁzzogo_z‘sro
E = — 28 ux x<0

[1,0] b) Determine a expressdo do potencial eléctrico criado pelo plano infinito tomando como ponto
de referéncia a origem do referencial (0, 0). Represente-o graficamente.

Resolugﬁo
= [}V Ede = [* E.dx
x > 0:¢p=[ Ldx=

2€0 2€0

x<0.¢_fx 2% = 55-x

2€0

X

Uma segunda pelicula metalica que também pode ser aproximada por um plano infinito é co-
locada paralelamente a primeira, a uma distancia d (ver figura). Esta segunda pelicula tem uma
densidade de carga positiva o, = 30.

[1,0] ¢) Determine o campo eléctrico criado pelo conjunto das duas placas em todo o espaco (x < 0;0 < x < d;x > d).

Resolugio
Como jd conhecemos o campo criado por um plano infinito podemos usar o principio da sobreposi¢do para
determinar o campo criado por dois planos infinitos, cada um com a sua densidade de carga: E = Ey + E;

— 30 7 — _20 7
x<0E_ ux 2 Ux = — 7, Ux
— _3c =~ _ o =
0<x<dE ux e Ux = — ¢ Uy
— 3¢r—*_2¢r—»
x>d.E_2€0ux—|—2£0 Uy = - Uy

As duas peliculas metélicas sdo colocadas sobre duas placas também metélicas formando cada par
placa+pelicula um tnico condutor (as cargas iniciais das peliculas podem deslocar-se livremente).

[1,0] d) Determine a capacidade do sistema por unidade de 4rea.

Resolugio

A capacidade do sistema é independente da carga que Id exista. Vamos pois considerar que a densidade
de carga da face interior armadura que estd em x = 0 é o', Pela lei de Gauss é ficil verificar que a carga
na face interior da outra armadura serd simétrica, —c . Usando novamente o principio da sobreposiciio
constatamos que o campo no interior do condensador serd E = & iy A diferenga de potencial entre as
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armaduras serd entio: V = [ & ~dx = £d A capacidade por unidade de drea serd pois: C =
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Determine a distribuigdo final de densidades de carga em cada uma das faces das duas placas,
oca, 0B, 0c € 0p (ver figura).

Sugestdo: lembre-se do valor do campo eléctrico dentro de um condutor em regime electrostitico e utilize
de uma forma simples a lei de Gauss e/ou o principio da sobreposigio.

Resolugio

Como vimos anteriormente, as cargas nas faces interiores das armaduras sido necessariamente simétri-
cas: o + o¢c = 0 usando o principio da sobreposicio no interior da armadura localizada em x = d,
lembrando que o campo tem de ser nulo e notando que os canzpos sdo todos igualmente proporcionais as
densidades de carga, podemos escrever: E, A+ EB + EC +Ef4 =004 —0—0c—op = 0 Estas
duas equagdes permitem-nos escrever: g = —0c, 0a = 0p como conhecemos a carga total das arma-
duras: o4 + o = o, oc + oc = 30 Podemos resolver o sistema e obtemos: o4 = 20, 0p = —0,
oc=o0, 0op =20
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Problema 3:

Uma bobina com o eixo segundo €, de comprimento £ e raio a < £, é percorrida por uma corrente
I; e tem nq espiras por unidade de comprimento. No seu interior existe um enrolamento formado
por N, espiras quadradas de lado b, altura desprezavel e coeficiente de auto-indugdo L,, que pode
rodar em torno de um eixo €, perpendicular ao eixo da bobina exterior. Este enrolamento interior
estd ligado a uma fonte de corrente I,.

[0,51 a) Determine o campo B produzido pela bobina exterior, em todo o espaco.

Resolu¢io

A bobina tem nq espiras por unidade de comprimento, ou Ny = ny£ espiras no total. Na
hipétese de se ter £ >> a um percurso rectangular y de largura h < £ e comprimento d > £
permite concluir, por aplicagdo da lei de Ampére:

]! El . dTZ ﬂolint(')’) = yonlhIl = Bzh
Y
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Assumindo que o campo By é invariante para pequenas translacdes na direc¢io €, e que a
distancia d do eixo da bobina ja é praticamente desprezavel, entdo a circulagdo de B4 nos lados
horizontais de v tem sinais opostos e soma zero, e a circulagdo de ﬁl nos lados verticais de
reduz-se a B;h no lado interior a bobina. O namero de espiras envolvidas pelo percurso y é n1h
e se cada espira tem corrente I; entdo a corrente total a atravessar o percurso é I, (7y) = nihly.
Assim, para r < a, ou seja para pontos ineriores a bobina mas ndo muito perto das espiras, o
campo magnético deve ser dado por

Bi(r < a) = By,€; = pom1 118,
No caso de escolhermos I; > 0 no sentido retrégrado em relacdo a €, entdo

El(r < tl) == Blez = _,uonlllé’z

Determine o coeficiente de auto-indugdo L, da bobina exterior.

Resolugio
O fluxo total através da bobina é

®1 = P11 + P12 = Lilh + M1,

Para determinar o coeficiente de auto-inducdo L; basta calcular o auto-fluxo de B; através da
bobina. Devido ao enrolamento de Ny = n1£ espiras, este fluxo serd Nj vezes o fluxo de B4
através da secgdo recta Sy da bobina:

¢11 =N // B1-dS, = NiBi,wa® = L114
Sy

2

Ly = poniNymra® = poTlnuz

Determine o coeficiente de indug¢dao mttua M do sistema bobina-enrolamento interior (em fun-
¢do do angulo 6 com €;) .

Resolugio
O coeficiente de indugdo mutua M pode ser determinado calculando o fluxo ¢»; de By através
da sec¢do S, do enrolamento interior, ja que o fluxo total no enrolamento serd

Dy = ¢o1 + P = MI1 + L1,

¢21 =N, // ﬁl-dge = NzBlzbz COS(G) =ML
J JS,

NiN,

T b? cos(0)

M = p,n1 Ny b? cos(0) = p,

Determine a energia magnética U armazenada pelo sistema bobina-enrolamento interior.

Resolugdo
A energia magnética armazenada pelo sistema pode ser escrita em termos das correntes e coe-
ficientes de indug¢do como

1 1 1
U, = > (@15 + @21) = ELlIl2 + MLl + ELZI%

NiN,
44

1 N?
Uy, = Eﬂoaz—lrrllz + pob?

1
7 COS(0)1112 + ELZI%



[1,0] e) Determine a forca que actua em cada um dos lados do enrolamento interior.
Resolugio
Cada segmento de corrente I, df, nas espiras do enrolamento interior sofre uma forca de Lo-

rentz dF = I, d¥, X By causada pelo campo By. Este campo é contudo constante, pelo que para
os lados (1) e (3) do enrolamento, paralelos a €y,

Fi=—N,L,beée, X Bq. €, Iﬂob%lllzey = —F;

Para os lados (2) e (4) do enrolamento, perpendiculares a €,, terfamos por outro lado

=

F, = —N;ILb (cos(0)@é, +sin(0)é;) X By,€; =
N1 N; -
= —uob % L I, cos(6)é, = —F4

[1,0] f) Determine o binario (momento de Forca) N (6) que actua o enrolamento interior.

Resolugio

A energia magnética sendo
1
U, (0) = 5 (Lii +2M(0) L1 I, + L, I3) (1)

O momento destas for¢as em relagdo ao centro do enrolamento é dado por

— Ni N.
N, = wé’x = —, % b? Sin(e) L Ié,

a0

Note-se que se designarmos por My = N I b* & 0 momento magnético do enrolamento in-
terno, o bindrio a que fica sujeito quando imerso no campo By = p, 11 I €; é precisamente

No = Mz X El
Admita agora que o enrolamento de espiras interior a bobina roda com velocidade angular w.

[1,0] g) Determine a forga electromotriz € a que o enrolamento fica submetido.

Resolugio
Quando o enrolamento roda com velocidade angular w = %, o fluxo de By no enrolamento
varia, o que pela Lei de Faraday da origem a uma forca electromotriz

d dM
=~ (ML + L, I,) = —Eh

dd,
TS

M ENZ b?* cos(0) pelo que

Mas vimos acima que M(0) = p,

Eim = —Ho dt
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Electrostatica
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Corrente eléctrica estaciondria
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o B=puy(M+H)
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Interaccdo de particulas e campos

f:q(f—i—ifxﬁ)

Campos varidveis e indugao

. ;[E-d‘é: —i/ﬁ.ﬁds
Jr dt Js
TxE=_98

ot
[ ] <I>,' = L,'I,' + Mi]'I]'
1
[ ] UM = {E:| ;thi
o upy = 1B
M=5 u
Uy = / updo
v
o dUy _,
o F,=+ dsM s
. }[ﬁ = [Tads+ 2
T s dt .
. - aD
VxH=]+-
Optica
® nysenbp = nysenBd,
np
tgfp = —

[ ] S0 "1
interferéncia entre fendas

o dsen6,,, = mA

o dsen0,,;,, = mA + i, (m, < N epar)

m
difraccdo

o asen0,,;, = mA

F.Barao, L.F.Mendes

Dep. de Fisica, IST




Algumas Primitivas

/ dx :1 x / xdx __ 1
(x2+b)3/2 /X2 + b (x2+b)3/2 210D
[ o =V [ i = e V)

dx 1 x
/ x(x+ a) = ;ln(x-i-—u)

Para o cdlculo analitico de integrais pode ser consultado o endereco web: http://integrals.wolfram.com

Coordenadas cartesianas (x, y, z)

df = dx ity + dy ity + dzii,

dS = dx dy

dV = dx dy dz

= JdF OoF oF

9= (5o 5:)
Lo A
V_A:an_'_h_i_aAz

ox ay 9z

> o= d 90 9
A=, — Ay, Ay, A
VX <axlaylazl> ><( X7 yr Z)
Coordenadas polares (r, 0)

df = drii, +r do i
dS =rdr do

Coordenadas cilindricas (r, 0, z)

df = drit, +r d0 i + dz 7,
dV =r dr d0 dz

Coordenadas esféricas (r, 0, )
dZ:drﬁ,+rd6ﬁ3+rsen6d¢ﬁ¢
dV = v* dr senf dO d¢
VF= <?)_1:’ %%' rselnf) g_:l;)
V.A= %% (r*A,) + ﬁ% (senbAg) + ﬁ% (Ag)

—

Ugp

r r

= o 1 0d(senbAy) d(sembAg)] ., , 1[ 1 9A, 9(rAp)] . , 1[d(rAs) A,
VXA_{rsenB a0 B ¢ }ur _Lenﬂazp_ or } 9+_{ or 36}

Teorema da Divergéncia
[ V-Adv={Ads
v Js
Teorema da Stokes
[V xAas=§ A-di
s Jr

Identidades vectoriais

V- (AxB)=B-(VxA) —A-(V xB)
V- (VxA) =0
Vx(VxA)=V(V-4)-V24A



