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e Durante a realizacio do teste ndo € permitido o uso de telemédveis e calculadoras.
o Identifique claramente todas as folhas do teste.

e Inicie a resolucdo de cada um dos problemas numa nova pagina.

Problema 1.

Considere o sistema representado na Figura 1, consti-
tuido por dois condutores macicos em equilibrio ele-
trostatico. O condutor interior estd compreendido entre
as superficies esféricas de raios @ e b e condutor ex-
terior entre as superficies esféricas de raios ¢ e d. Na
cavidade do condutor interior existe o vazio e 0 espaco
entre os dois condutores estd preenchido por um dielé-
trico linear, homogéneo e isétropo de permitividade e.
O condutor interior tem uma carga total —Q enquanto
que a carga total no condutor exterior € 2Q (Q > 0).

a) Determine a carga total nas superficies interior e
exterior de cada um dos condutores. Justifique a
resposta.

Figura 1

- - - -
R: Como o campo elétrico E € zero dentro dos condutores, o fluxo de E (ou D = ¢ E) através de qualquer

superficie de Gauss S que permaneca no interior das esferas condutoras ¢ necessariamente zero, e

. _) _) . . . 7
pela Lei de Gauss f f D-dS = Q,,,, asoma Q,,, das cargas livres interiores a S deve ser também zero.
s

Em condutores em equilibrio eletrostitico toda a carga livre deve encontrar-se a superficie dos condu-
tores. Assim, se no condutor interior a carga total € Q, + Q, = —Q, usando uma superficie de gauss
S;, cujos pontos estdo a uma distancia r, € [a, b] do centro, concluimos que na sua superficie interna

0, = 0, =0, donde Q, = —Q na sua superficie externa.

No condutor exterior a carga total € Q. + Q, = 20Q. Usando uma superficie de gauss S,, cujos pontos

estdo a uma distancia r, € [c, d] do centro, concluimos de Q,,, = Q, + Q. = 0 que na superficie interna

0. =-0,=0,donde Q, = 20 - Q. = Q na sua superficie externa. Em resumo:

0,=0
050 g

Q,=+0



[2.0] b) Determine, detalhando todos os célculos efetuados, a expressdo do vector D(r) em todo o espago (r <
a a<r<b b<r<c c<r<d, r>d).

R: Usando agora a lei de Gauss para superficies esféricas S, de raio r apropriado para cada regido, obtemos

usando a simetria esférica da distribui¢do de cargas e a invaridncia em S, da componente radial D, .(r) de
_)

D
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ﬁ
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D= QZ?, d=<r<o
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no referencial {e . € € ‘p} associado as coordenadas esféricas {r, 6, ¢}.

[2.0] ¢) Determine, detalhando todos os célculos, a expressdo do potencial elétrico em todas as regides do espago,
tomando como referéncia ¢(oo) = 0.

D D
R: Como E=— ou E=— (dependendo da presencga ou nao de um meio dielétrico), e dentro dos conduto-
£

o
res em equilibrio o potencial ¢ é constante, entdo podemos usar a expressao

() = 6 (r,) - f E-d?=¢(r)- f E(r)dr 3)
para calcular

B o 1 01

¢(r)——fm —Mgopdr = drer d<r<oo

(r) = $(d) = $(c) - 21 cr=d

o) = 9ld) = 9(c T 4ne,d =7 @
oo (-2 L _ o1 9oyt 1

() = 9() I( 47r8r2)dr _47r80d+47r8(c r) b<r<e
oy — _ et o1

6(r) = $(b) = ¢(a) _4ﬂgod+4ﬂg(c b) 0<r<b

[2.0] d) Determine as densidades de carga de polarizagdo nas duas superficies do dielétrico, o’ (b), o’(c) e a
densidade de carga de polariza¢do em volume p’.

. s, ~ . . . . ’ - . s, .
R: Dentro do dielétrico ndo existem cargas livres, o que significa que ai V-D = 0. Como no dielétrico
- - &£ - . .
P=¢x E= EoXe D obtemos imediatamente que parab < r < c,
€

-

p,(") =-V.P= _% VB =0 (5)

... . U - - L. .
Na superficie interior do dielétrico, para r = b, temos #n,,,(b) = — €, enquanto na superficie exterior do

. ot e d e d .
dielétrico n,,,(c) = €,. Assim, relembrando que €, x, = € — &,

by = B®) Ry = 20 2
47b (6)
(0) = P©) T () = =250 2

g 4drnc



[2.0]

e) Determine a energia eletrostatica do sistema.

R: A energia eletrostética pode ser calculada para um sistema de condutores com cargas Q; a potenciais ¢,

como U = % 2., 0,¢; ou seja

B I (o1 Q0 (1l 1 0 1
U—2(Qb¢(b)+(Qc+Qd)¢(c))_2( Q(47rg d+47r8( b))+2Q(4”80d)) @

ou

2]y, e

" 8nelb ¢ 87T8d

Outra forma de determinar a energia eletrosttica € avaliar a energia armazenada no campo em todo o

1
espago, com densidade de energia local w, = 3 E B

- -
Dentro do dielétricoE = — D :

2r 2
fff L Brav- f ff 2 sin(6) dr df dy =
relbc] 2 € 47Tr
1 Q? “1 0? 1

=———=4 —d - — - 9
2e(4n) ﬂj; 2 87re(b c) ®

. - 1 =

enquanto no espago exterior as esferas £ = — D

g

2r 2
U, = fff DI av = f ff P2 sin(6) dr d dp =
reld,oo] 28 47rr

1 2 * 1 21
L9 247rf —dr = o 1 (10)
2e,(4n) q T 8rne,d

o | =

A soma destes dois termos dd a energia total U; + U, = U tal como anteriormente determinada.

Uma terceira via consiste em olhar para o sistema como dois condensadores em série, um com armaduras

em b e ¢ com carga Q, e o outro com armaduras em d e co, também com carga (J. A energia armaze-

1 . o
nada num condensador € U, = 3 OV, onde V € a tensdo entre as armaduras. Assim, para o primeiro

condensador
- velo o) - 23
Vi=da-eb =1 s(b ) = Y Tgaen e ()
enquanto no segundo
0 1 0% 1
— _ - = = - 12
V2 = $(d) — ¢lo0) drne,d = U"Z 8re,d (12)

e portando U, + U, = U como anteriormente.



Problema 2.

Um tubo condutor cilindrico oco de didmetro d, espessura a € comprimento L >> d, é percorrido por uma
corrente / resultante de uma tensdo V aplicada entre as suas extremidades (Figura 2). Sabendo que a sua

condutividade € o, e a permeabilidade magnética € p,

%
[2.0] a) Determine a resisténcia total R do tubo, e a densidade de corrente de conducao J no tubo.

. oA L ~ ~ . R
R: Pela defini¢do de resisténcia R = —— para um condutor de sec¢do constante S (seccido perpendicular a

c
direc¢do da corrente) e comprimento L, temos neste caso

1 L 1 L
R=— d\2 d 27 5 nald-a) (13)
"”(E) —”(5—") ¢
I VvV oV - oV
- _=__ = _¢ =< 14
I=5=gs= 0 = J= % (14

(Se ndo resolver a alinea a) apresente os resultados das alineas seguintes em fung¢do de 1.)

-
[3.0] b) Na aproximagdo de um condutor retilineo infinito, escreva as expressdes para o campo B em todas as

regides na vizinhanca e dentro do tubo (Figura 2). Explique os seus resultados.

d d d
R: Pela Lei de Ampére, dentro do tubo para r < 574a tem-se I_I) =0, e para 5~4a <r< 5 tem-se

H-dl =1 = Hy2rr= ff?-d? AL B
N

S int L 2

portanto em coordenadas cilindricas,

- oV 1’2—(d—a)2 - - oV }’2—(4—61)2
H = Hy(r) U ,(60) = Gl ) Uyr) 5 B=pH=u *-G ) U, (r) (15)
2L 2L
d
Fora do tubo r > > tem-se
9§S§-d_l>=polf$ = By 2nr=p,l=p, O-ivﬂa(d—a) (16)

LAGEICN 30 a7)
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B = By(nuy0) = u, mue(é) ou B=ypu, L
. . ﬁ . . % ﬁ .

[3.0] ¢) Determine a magnetizagdo M e as densidades de correntes de magnetizagio J,, e J),, respetivamente

dentro e na superficie do condutor.

R: Relembrando que y,, = %

o

7 P — —

M =y, H = x,, Hy(r)u ,(0) = My(r)u ,(6) (18)
Para a superficie exterior onde r = %,

-, - d ald - a)o.V

Jy=MxT1,, =y, Hg(i)ﬂg(a) x U,0) = —x,, R U, (19)



. . . q
enquanto que na superficie interior, onde r = ‘% — a, se tem Jy = 0 porque Hg(%’ —a)=0.

- - la(ng(r))
JM:VXM:;TT;Z (20)
Tt = X 2L rar(r (2 @) ) e = Xon L e =i J D

[2.0] d) Assumindo que o tubo é agora envolvido por um cilindro condutor de espessura desprezavel (Figura 3),
. A . ~ 2 . . ..
com o mesmo eixo mas didmetro 2 d, qual seria a pressdo P (%) sentida na superficie do cilindro se este
fosse percorrido por uma corrente / igual e no mesmo sentido que a do tubo?

R: A corrente / distribuida na superficie do condutor de raio R = d corresponde a uma densidade superficial
_J)S = ﬁﬁ) .- Um segmento de condutor de largura R d6 € atravessado por uma corrente 6 I = J; Rdf. Um
segmento de comprimento dl = dz TZZ constitui um elemento de corrente 6/ d1 = 7 s RdOdz = 7 ; ds,
pelo que a forca de Laplace é d?m =01 aﬁ xB = das 7s x B donde

3 dF, 1By o Va(d - a))

S = 2nd "T(Q):_"O( 2dL

2
i .(0) (22)

Figura 2 Figura 3
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Algumas Primitivas

f dx 1 x f xdx _ 1
(x2+b)3/2 bx2+b (x2+b)3/2 2 +b
dx
2 +b =In|x+ x2+b)
[ &= =

dx 1 X
fx(x+a) = ;ln(x+a)

Para o cdlculo analitico de integrais pode ser consultado o enderegco web: http://integrals.wolfram.com

Coordenadas cartesianas (x, y, 7)

dl =dxii, + dyi, + dzi,

dS =dx dy

dV =dxdy dz

o OF OF OF
=G5 o )

IR A 0A, O0A,
V.A:aax"+ 0; +0—Z“
¥xi=(2, aﬂy,a%,)xmx, A, A)

Coordenadas polares (r, 6)

di =drii, +rdfi,

dS =rdrdf
Coordenadas cilindricas (r, 6, z)

dl =drii, +rdf i, +dz i,

dV =rdrdfdz

o OF 10F OF

VF=(" -
((?r’r(?@’(’)z)

Lo 0A,

o i lara) 1aa

r  or r66+6z

o o 10A, 0A,). 0A 0A\ . 10(rAy) 10A .
v |2 z _ 90 ro_ z (7 9 _ = r)
xA (r a0 Bz)u +(61 6r)u6+ r or r 06 2

Coordenadas esféricas (r, 6, ¢)

d7:drﬁr+rd6’ﬁ9+rsen6d¢17¢
dV =12 dr senf df d¢

o oF 10F 1 0F
VF=(2, -2
( Or’ r 00’ rsenf 6¢)
- -~ 190 1 0 1 9
V-A=——(rA — 0A —— (A
P2 or ( )+ rsen 96 (senfidy) + rsenf) 0¢ ( ¢)
o 1 6(ven9A¢) ﬁ(senGAg) 1 L@i B 6(rA¢) 6(rA9) 0A, ]
rsenf senf 0¢p r ar a0

Teorema da Divergéncia
fmdv: SEA.MS
v s
Teorema da Stokes
f%xﬁdS: 56;‘.[17
s r

Identidades vectoriais

a a <a
XAS
-,
SNl
Toono
ﬁob;w
A 2L
X
T
I
Q
X
=



