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Problema 1.

Considere o sistema de trés planos paralelos com
area A, representados na figura. Os planos estao
carregadas uniformemente com as densidades in- €0 d
dicadas (o > 0). A distancia entre os planos, d,
¢ muito menor que as dimensoes dos planos, de €0
tal forma que na regidao central, longe dos bordos, 9y
tudo se passa como se os planos fossem infinitos.
O espaco entre os planos colocados em z = —d e
z = 0, esta preenchido com um dielétrico linear, g
isétropo e homogéneo, de permitividade elétrica e. €0 B

No espago restante considere o vazio.

—
[1.0] a) Calcule D para todos os pontos do espaco, situados na regiao central dos planos (longe dos

bordos), e tais que a sua distancia aos planos é muito menor que as dimensoes lineares destes.

R: Devido a simetria do problema, longe dos bordos os campos, a existirem, sdo perpendiculares
aos planos. Estamos assim em condicoes de usar a lei de Gauss generalizada (na presenga de

dielétricos). Para isso usamos as 3 superficies de Gauss representadas na figura
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Com a superficie S1 mostramos que os campos fora sao nulos. De facto, a existirem s6 podem
contribuir para o fluxo no topo e na base (na superficie lateral D - 7i;, = 0) e como ha simetria

esses fluxos devem ser iguais. Obtemos entao

D -7t dS =S(0 — 20 +0)
St

2|D|S; =0

e portanto D=0 para |z| > d. Usamos agora a superficie So para calcular o campo na regiao

0 < z < d. De facto como o campo é nulo fora sé temos fluxo na base. Os campos devem ser

dirigidos das cargas positivas para as negativas e portanto D-ii= |5], com 77 = —€,. Obtemos
finalmente
D - idS =Ss0
S1
|D|Sy =Sho
e portanto D = —o¢.. Usando a superficie S5 podemos mostrar que D =oé, para —d < z < 0.

Obtemos portanto

D=0 2] > d
5:—052 0<z<d
ﬁzaéz —-d<z<0

[1.0] b) Calcule P e determine a densidade de cargas de polarizacao, o,, junto ao plano inferior.

R: Como D = ¢E + P obtemos no dielétrico (a unica regidao onde ha polarizagao)

=  €—€)
D= O€Ey

€ €

onde usamos a expressao para o vector D na regiao —d < z < 0. Na superficie do dielétrico em

z = —d a normal exterior é 7. = —€, pelo que

— €

Tpol = (P - fext) = — o<0.

€
[1.0] «c¢) Verifique a relagao de descontinuidade para o vector D 1o plano intermédio, isto é, mostre que
Dp(z=0") - D,(2=07) =20
R: Da alinea a) obtemos
D,(2=0")=-0, D,(2=0")=0
pelo que considerando a normal na direccao de €, obtemos

D,(2=0")~D,(2=0")=-0—-0=—20.

[1.0] d) Determine o potencial eletrostético para —2d < z < 0 admitindo que o potencial é nulo para

z = 0. Qual é maior, ¢(—d) ou ¢(d)? Justifique a resposta.



R: Tomando o ponto z = 0 como referéncia do potencial, ¢(0) = 0, temos que o potencial num

ponto arbitrario z é dado por

o) = [ B

E =0 2| > d

E=Z¢, —d<2<0
€

E=-2¢, 0<z<d
€0

1) ~d<:2<0

o(z) = / J:/ E-dz=~— /dz

=cH =2

2) —2d<z<—d
¢<z>/ / Edi+ /OdEdz
=0+ ¢(~d) = ~d

pois o campo E énuloentre —2d < z < —d e portanto o potencial é constante (e ndo nulo) nessa

regiao. Embora nao fosse pedido o potencial nas outras regioes é

3)0<z<d
O_‘ . z z
¢(z)—/Edl:—/E~l:—/Edz
z 0 0
=2 da=2
€0 Jo €o
4) z>d

Como E = 0, devemos ter ¢(z) = ¢(d) = Zd. Finalmente ¢(d) > ¢(—d) pois € > €. O potencial

esta representado na figura junta.
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Notar que E= —ﬁ(ﬁ, isto é

9¢

B =-22.
0z



[1.0]

e) Determine a energia eletrostética do sistema.

R: H4 pelo menos 3 maneiras de calcular a energia do sistema (s6 precisava de fazer uma, claro)

1° Método: Usamos a expressao de Maxwell para e energia em termos dos campos,
1 [ =~ =
Ug = 5 D-FEdV

O sistema tem duas regides de igual volume (V = Ad) e com campos diferentes. Nas nossas

aproximagoes, os campos sao constantes e temos (1=vazio, 2=dielétrico)

2 2
Di-Bi=Z, Dy-Bo=Z
€0 €
e portanto
o?Ad (1 1
UE = — 4+ - .
2 € €

2° Método: Usamos a expressao em termos das cargas e potencias.

Up =5 3" Quts = + [0 Ad(=d) — 20A6(0) + o AS(d)]
2 £ 2

02Ad<1 1)
= ——i—— .
2 € €

onde usamos as expressoes para os potenciais.

3° Método: O sistema pode ser pensado como um conjunto de dois condensadores em série,

com capacidades,

ol oo

Cr=— d

A capacidade do condensador equivalente é

L1 1 a1
Ceq_Cl Cy Al\e ¢

e obtemos para a energia

Q7 _02A2_02Ad(1 1)

T 20 20, 2 \e €

Ug




Problema 2.

Dois solenédides coaxiais, de comprimentos £1, {2, raios aj, az, € nimero

de voltas Ny, No, respetivamente, sao percorridos pela corrente I no
mesmo sentido em ambos. Assumindo que uma porc¢ao de comprimento
z < fo do solendide mais fino estd parcialmente inserido no outro, e

13
N

considerando que #1 > fo > a1 > ao : e -:"_;
—
[2.0] a) Determine o campo magnético dentro dos solenéides, em todas as :: ——
regioes (despreze as variagoes de campo nos bordos). :: =
e - -
»’ — ~
R: Utilizando a lei de Ampére para cada solenéide separado conclui- < :: ——
se_que o campo dentro dos solendides é em boa aproximacao S ::‘ ——_ = -
|B| = ponl, onde n é a densidade de espiras por unidade de 4 :’:‘f —
— »”4 — "
comprimento, e fora destes é B ~ 0. Assim, fazendo z = 0 na 1= s
base do solendide maior, ¢ >:’<' ——
e =
< A »%:a’w
— - - ¥
BZNO%I?Z (hh—s<z<t) —
= pog 1€ 0<z<9)&(ag <r<ap) ——
________ i —
_
B =y, fgfll+%2>l?z (0<z<8)&(0<r<as)
_
\ B:MD%I?Z (s =¥ty < 2<0)
[1.0] b) Determine os coeficientes de auto-inducao L1, Ly e de indugao mitua Mja, Ma; dos solendides.
R: O coeficiente de auto-inducao de um solendide com N espiras e raio a é determinado pelo auto-
—
fluxo ¢ = N |B|ma®? = po Nnna?l = L I, donde L = pu,N nna.
N2 2
Assim Ly = po — 7ra1 e Lo = po—= Wa%
61 62
O coeficiente de induc¢ao mutua deve-se ao fluxo do campo de um solendide no outro. Assim,
N.
considerando o fluxo do campo do solendide grande no solendide pequeno, notando que sé 72 s
2
espiras serao atravessadas, temos
Ny N1 N-
¢21—Bl —swa%?z:u017237ra%I:M21I. (1)
2 b1ty
N 2 2 .
Assim Moy = o i, s a5 e pode-se verificar que M2 = Mo calculando o fluxo do campo do
solendide pequeno no grande.
[1.0] c¢) Determine a energia magnética total Wy, do sistema.

[1.0]

Por definicdo W, = %(@111 + ®y15), onde os fluxos totais &1 = L1I1 + Myols e &9 = Moy 1 +
LsoI5, donde também se pode escrever, considerando [y = Is =1
1 1 N? N1 N: N2
W,, = 3 (Llfl2 + 2Myo11 15 + L2[22) 3 <No gl 7ra1 ~+ 20 i 2571'@2 +’uof2ﬂ'a2> 72 (2)

—
. . ~ . — s .
Determine a componente na direccao do eixo € , da forca F' que os solendides exercem entre si.

O que acontece a esta forga se se mudar a direccao da corrente num dos solendides?



[1.0]

[2.0]

R: A forcga entre os solendides tem uma componente atrativa

oW, N1 Ny 9 9
F, = = lo I
( s )I o 3)

se ambas as correntes estiverem no mesmo sentido, e repulsiva com a mesma magnitude se as

correntes tiverem sentidos contrarios.

Problema 3. (2° Teste)

Uma correia muito comprida, de largura e.
a e espessura d, tem depositada, nas suas

faces superior e inferior, cargas com uma R P A
densidade superficial o, e desloca-se ho- O
rizontalmente com uma velocidade ?y , u
e, N 7
- =
UV =V, €, C D o,
K 7 >

O material da correia tem permeabili-

dade relativa .

a)

b)

N
Determine a densidade superficial de corrente J 4 e a corrente total I transportada por cada face

da correia.

—
X . . . . -
As cargas a superficie contribuem para a densidade de corrente superficial J 3 = 0, v (%) em

cada face da correia. Para cada secgdo transversal da correia, a corrente total que a atravessa
é Lot = 21 = 2Jsa (A), onde I = Jsa = o.v,a (A) é a corrente transportada por cada face da

correia.

—
Determine o campo magnético B em pontos P e P’, fora e dentro da correia, assumindo que
os pontos estao longe dos bordos e a largura e comprimento da correia sao grandes comparadas

com a distancia deles a correia. Explique a sua resposta.

Na aproximacao considerada, podemos usar a lei de Ampére e considerar um caminho rectan-
gular I' = ABCD, passando por P, simétrico em relagdo a correia. Pequenos deslocamentos na
direccao ?y nao alteram a distribuicao relativa de correntes em relacao a P, pelo que o campo
B deve ser invariante por translacoes horizontais. Assim a soma dos integrais de caminho entre
BC e DA deve anular-se porque a unica diferenga entre os dois é o sentido do percurso. Pela
regra da méao direita (e pela Lei de Biot-Savart), o campo B acima do plano de corrente deve
estar orientado segundo —?y, e abaixo do plano de corrente orientado segundo ?y, e deve ter
o mesmo valor absoluto a igual distancia acima ou abaixo do plano de corrente. Assim podemos

- — - —
concluir que fAB B-dl = fCD B -d 1, pelo que a lei de Ampére resulta em

—

— — —
fB-dl =2 : B-dl =poliny = 2By(P)(ys —ya) = o2Js (ya — yB) (4)
T B

E)(P) = —lo Js ?y = —[lo O¢ Vo ?y (5)

Nesta aproximagao o campo nao depende da distancia a correia, o que significa entdao que dentro
—

desta o campo total deve anular-se, ou seja B (P’) = 0, porque a contribuigao da corrente da

face superior para o campo em P’ é simétrica da contribuicao para o campo em P’ da corrente

da face inferior.



Uma bobina de massa m e altura desprezavel, formada por IV espiras condutoras, finas e quadradas,
de lado b < a, e resisténcia R, é colocada com o seu centro acima da correia, a uma distancia minima

que lhe permita rodar livremente.

[1.0] c¢) Determine a corrente induzida I;,q na bobine se esta rodar em torno dum eixo horizontal,

passando pelo meio de dois lados opostos, com velocidade angular W = w, € ;.

R: O fluxo de § através da bobina é

B(t) = / B-dS(t)= NP B - 7(t) = NBB, cos (wol + ), (6)
bob.

—

~ o e . — N . . . . ~
onde « representa o angulo inicial entre B e a normal 77 (0) as espiras da bobina (i.e. a direccao
do seu eixo), b? a drea de uma espira e Nb? a édrea total que a bobina apresenta para o fluxo.

De acordo com a lei de Faraday deve aparecer uma forca eletromotriz

dd(t
Eim = _dl(t) = NbQBy W sin (wot + ) (7)
im 00e Vo oj\fb2
donde I;,q = ER = —% sin (wot + ).

— —
[1.0] d) Se anormal  ao plano da espira for paralela a €, + €, que forca F' e bindrio N devem ser

aplicados a bobina, quando percorrida por uma corrente I, para a manter imével.

—
. . , 7 /s . —
R: Para manter o centro da espira imovel é necessario apenas aplicar uma forca FF = —mg =
— .2 s .
—mg € , para compensar o seu peso, ja que as forgas magnéticas sobre a bobina se anulam.

—
Efectivamente, quando B ¢é constante,

— — - = — —
Fm—dem—yf Idle—I(f dl)szO (8)
bob bob bob

e . . . L. — - €. +e
Quanto ao bindrio, cada espira possui um momento magnético m = I § = Ib? < e*jﬁey que

e s —_ =g . . - .
sofre um binario mx B relativo ao seu centro quando imersa num campo constante B. Assim
—
e 7. . . ’ —> e 7. .
o bindrio total atuando nas N espiras da bobina é N mx B, pelo que o binario a aplicar para
cancelar a rotacao da bobina é

€.+ €
W) xBy?y = UoOe Vo N 1D

N
2 €2

7 (9)

N=-NmxB=-NIb <



Problema 4. (2° Teste)

Considere uma onda plana monocromética que se propaga num meio nao magnético, (u; = o),

16
9

(z = 0) do meio com o vazio com um angulo de incidéncia igual ao angulo de Brewster, isto é, 6; = 6, ,.

com permitividade €; = 5¢g. Conforme indicado na figura, esta onda incide na superficie de separacao

AZ

Va210 VAZL0

Y

Eal

b=

Sabendo que o campo E da onda é dado por
—
E, = pEysin [wt — % | (az + ﬂz)]
E, =0
R
E, = —aFEpsin [wt — | k| (ax + ﬂz)}

[1.0] a) Determine o seno do angulo de incidéncia, sin(6;,,).

R: Como 6;, ¢é o angulo de Brewster devemos ter

no 1
bl = =
1 1

Por outro lado

c €111 /16 4
nl = — = = _ = =
) €00 9 3

logo tan@;, = 3/4. Obtemos entao,

1
sin?0;, +cos?0;, =1 =1+tan?6;, = P
B
1 16 4 3
2 .
COS eiB = m = % = COSQZ'B = g = SlneiB = -

[1.0] b) Determine as constantes v e § e mostre que a onda é transversal.

R: Da expressao do campo da onda temos

- - .k . .
ky = |klo, k., =|k|B=17= @ = aé, + fe, (10)
Da geometria da figura temos
) 3
o =sinb;, = = B =cosb;, = v



[0.5]

[0.5]

[1.0]

c)

d)

e)

Para demonstrar a transversalidade, calculamos E - 7. Obtemos

E -7 =E,a+ E.3
=afEpsin[-- -] — afEysin]- - |
=0

0 que mostra o caracter transversal das ondas. Notar que o resultado nao depende dos valores
de ae (.

A polarizacao da onda.

As duas componentes da onda estdao em fase por isso a polarizagao é linear. De facto

(0%
E,=-E,
g

_
O campo H da onda.

: Devemos ter

I | .
H=—nxE
1
onde
3 3 3
AR =y —cpo = — 1207 (2) = 907 ()
€1 4V e 4 4
e
. €y €y e,
nxE= o 0 B = —(—a® — %) Epsin[- - - ]€, = Egsin[- - - ¢,
BEgsin[---] 0 —aFEysin| -]

entao obtemos finalmente

o . L Ey S
H = —Eysin[---]ey = 90—(;_ sin[---]€, (A/m)

.
O valor médio do vector de Poynting S da onda incidente. Qual a percentagem de energia

transmitida?

O vector de Poynting é
§—Fx i = —|E5
= = — n

A

e portanto (a? + 3% = 1)
= E?
< |9 >= 2L < sin?[---] >
Z
Usando < sin?[---] >= 1/2, obtemos
_ B _ E§
27y 180w

(W/m?)

< 18] >

Como a onda incide segundo o angulo de Brewster nao ha onda reflectida e portanto a percen-

tagem de energia transmitida é 100%.



[1.0] f) Determine sin(;,), onde ;. é o angulo critico de reflexao total. Mostre que 6;, > 6;,.

R: O angulo critico de reflexdo total ocorre quando o angulo de refracgao é m/2 e ny > ny (como

no caso do problema). Assim
. LT
ny sin ;. = ngsin 5= 1

ou seja

1 3
sinfy, = — ==
ni

Por outro lado de tan;, = 1/n; resulta

. 1 1 .
sin@;, = — cost, < — =sinb;,
ni ni

E se sin6;, < sin6;_ , como os angulos estao no primeiro quadrante devemos ter 0;, < 6;,.



