


V@rÓD = ������������������
1

4 Π Εo

 â
i

���������������������
qi

¡rÓ - rÓi¥
è De acordo com o enunciado vamos considerar que a relação entre cargas e distância d  é tal que se podem desprezar os 

efeitos de influência electrostática duma esfera na outra. Isto significa que podemos considerar que a distribuição 
superficial de cargas em cada esfera é uniforme, ou seja as densidades superficiais Σ1 e Σ2 são constantes. 

è Vimos já pela Lei de Gauss que o campo de uma distribuição de carga com simetria esférica é equivalente ao de uma 
carga pontual no centro de simetria. Assim o campo à superfície de cada esfera deve ser radial em relacão aos seus 
centros e com magnitudes respectivamente

E1 = ������������������
1

4 Π Εo

 ������������
q1

R1
2

º ���������
Σ1

Εo

; E2 = ������������������
1

4 Π Εo

 ������������
q2

R2
2

º ���������
Σ2

Εo

;

è Estes campos devem ser derivados dum potencial único VHrÓL através de E
ÓÖÖ HrÓL = -ÑVHrÓL, e pelo princípio de superposição 

podemos escrever, designando por rÓ1 e rÓ2 a posição dos centros das esferas,

V@rÓD = ������������������
1

4 Π Εo

 ����������������������
q1

¡rÓ - rÓ1¥ + ������������������
1

4 Π Εo

 ����������������������
q2

¡rÓ - rÓ2¥
è Uma vez os condutores ligados e em equilíbrio electrostático, o seu potencial à superfície deve ser constante e igual nas 

duas esferas, V1 = V2, já que juntamente com o fio condutor passam a pertencer a uma superfície condutora única. 

V1 = ������������������
1

4 Π Εo

 
i
kjjj ���������

q1

R1

+ ��������
q2

d

y
{zzz ; V2 = ������������������

1

4 Π Εo

 
i
kjjj ��������

q1

d
+ ���������

q2

R2

y
{zzz ;

è Como a carga inicial total se distribui pelas duas esferas deve-se ter, desprezando a que eventualmente ficaria no fio, 

Q = q1 + q2

è Obtemos assim duas equações 
Ø≤≤≤
∞

±
≤≤≤

V1 � V2

Q � q1 + q2

=

Ø≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤

q1 J ������1
R1

- ���
1
d
N� q2 J ������1

R2
- ���

1
d
N

q2 � Q - q1

que podem ser resolvidas para q1 e q2:

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤

q1 � �����������������������������������������

Q R1
i
k
jjjjj1- ������������

R2
d

y
{
zzzzz

R1+R2
i
k
jjjjj1- ������������������

2 R2
d

y
{
zzzzz

q2 � �����������������������������������������

Q R2 
i
k
jjjjj1- ������������

R1
d

y
{
zzzzz

R1+R2
i
k
jjjjj1- ������������������

2 R2
d

y
{
zzzzz
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è No limite dp R1, R2 temos 

Ø≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤

q1 � �����������������
Q R1

R1+R2

q2 � �����������������
Q R2

R1+R2

�

Ø≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤

Σ1 = ��������
1

4 Π
 ��������������������������

Q

HR1+R2L R1

Σ2 = ��������
1

4 Π
 ��������������������������

Q

HR1+R2L R2

è Assim se obtêm os campos

E1 � ������������������
1

4 Π Εo

 ������������������������������������������������������������������������

Q J1 - �������
R2

d
N

JR2 + R1 J1 - �����������
2 R2

d
NN R1

�¾¾¾¾¾¾¾
limite dpRi

E1 � ������������������
1

4 Π Εo

 ����������������������������������������
Q

HR2 + R1LR1

;

E2 � ������������������
1

4 Π Εo

������������������������������������������������������������������������

Q J1 - �������
R1

d
N

JR2 + R1 J1 - �����������
2 R2

d
NN R2

�¾¾¾¾¾¾¾
limite dpRi

E2 � ������������������
1

4 Π Εo

����������������������������������������
Q

HR2 + R1LR2

;

è E o potencial eléctrico comum dos condutores é

V1 � V2 � ������������������
1

4 Π Εo

 �����������������������������������������������������������������

Q J1 - ���������������
R1 R2

d2
N

JR1 J1 - �����������
2 R2

d
N+ R2N

® V1 � V2 � ������������������
1

4 Π Εo

 �����������������������������������
Q

HR1 + R2L ;

è No caso concreto deste problema

q1 � 8´ 10-6 H* C*L
q2 � 12´ 10-6 H* C *L
E1 � 45´ 106 H* �����

V

m
*L

E2 � 30´ 106 H* �����
V

m
*L

V1 � V2 � 1.79´ 106 H* V *L
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Serie III,  Problema 3.3

Apêndice: Influência eléctrica em condutores
Carga pontual na vizinhança de uma esfera condutora

Este problema tem uma solução exacta pelo método das imagens. Escolhendo o eixo eÓz coincidente com a
linha que une o centro da esfera condutora  de raio a e a carga q, o potencial eléctrico devido à influência

dessa carga externa à distância d do centro da esfera condutora pode ser considerado como derivado de

uma carga pontual q¢ = - ���
a
d

 q sobre o eixo eÓz à distância b = �����
a2

d
 do centro da esfera condutora. 

Justifique a afirmação anterior mostrando que é a única maneira de fazer V = 0 constante à superfície do
condutor.

Se necessário pode-se adicionar uma carga q²  no centro da esfera sem alterar a condição fronteira deste
problema que é a de manter a superfície da esfera condutora como uma equipotencial. Assim, se a esfera
inicialmente estava isolada com carga total Q, a escolha q² = Q - q¢ garante que a sua carga se mantenha
invariante.  Alternativamente, se a esfera estiver ligada à terra, podemos assumir que o seu potencial é
V = 0 e q² = 0.

Esfera  condutora  ligada  à terra.

è Posições e cargas

rÓq � d
ÓÖ

= d eÓz ; rÓq¢ � b
ÓÖ

= ��������
a2

d
 eÓz ; q¢ = - �����

a

d
 q ;

è O potencial em todo o espaço fora da esfera é equivalente ao das duas cargas q (real) e q¢ (imagem).

V@rÓD == ������������������
1

4 Π Εo

 

i
k
jjjjjjjjj ��������������������

q

¢rÓ - d
ÓÖ ¦ + ��������������������

q¢

¢rÓ - b
ÓÖ ¦
y
{
zzzzzzzzz

è Expressão funcional:

V@r_, Θ_D := ������������������
1

4 Π Εo

 q 

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjj
��������������������������������������������������������������������������������

1

"#################################################
r2 + d2 - 2 r d Cos@ΘD

- ����������������������������������������������������������������������������������������������
a �d

$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%r2 + J ������a2

d
N2 - 2 r ������

a2

d
 Cos@ΘD

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzz
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Serie III,  Problema 3.3

Esfera  condutora  isolada  e neutra

è Se a esfera condutora estiver isolada e descarregada, então a adição de uma carga q² = -q¢ no centro da esfera não altera 
a forma da equipotencial à superfíce da esfera, apenas o seu valor. Assim o potencial  em todo o espaço fora da esfera é 
equivalente ao das cargas q (real), q¢ (imagem) e q² (imagem no centro).

V@rÓD == ������������������
1

4 Π Εo

 

i
k
jjjjjjjjj ��������������������

q

¢rÓ - d
ÓÖ ¦ + ��������������������

q¢

¢rÓ - b
ÓÖ ¦ + ��������

q²

 rÓ¤
y
{
zzzzzzzzz

è Expressão funcional:

V@r_, Θ_D := ������������������
q

4 Π Εo

 

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjj
��������������������������������������������������������������������������������

1

"#################################################
r2 + d2 - 2 r d Cos@ΘD

- ����������������������������������������������������������������������������������������������

���
a

d

$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%r2 + J ������a2

d
N2 - 2 r ������

a2

d
 Cos@ΘD

+ ������

���
a

d

r

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzz

Θ

a

d

q¢

-q¢
q

O

è A densidade superficial de carga é Σ = Εo E
ÓÖÖ

× nÓÖ = -Εo nÓÖ × ÑV@aÓÖ D onde nÓÖ = eÓr@ΘD  e EÓÖÖ = E
ÓÖÖ @a, ΘD é o campo à superfície da 

esfera.
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Campo Eléctrico  à superfície da esfera condutora:

E
ÓÖÖ @a, Θ_D := ������������������

1

4 Π Εo

 ������
q

a
 

i
k
jjjjjjj �����
1

d
- �����������������������������������������������������������������������������������

d2 - a2

Ia2 + d2 - 2a d Cos@ΘDM3�2
y
{
zzzzzzz eÓr

-Π -Π�2 0 Π�2 Π
-3.´ 10-8

-2.´ 10-8

-1.´ 10-8

0

1.´ 10-8

2.´ 10-8
-Π -Π�2 0 Π�2 Π

Θ HradL

Σ H ����������
C

m2
L

Considere agora o seguinte problema. Uma esfera condutora descarregada é levada a entrar em contacto
com uma esfera condutora de carga Q, e a seguir separada dela. Descreva o que acontece neste processo e
qual a carga final com que cada uma fica. Qual é o potencial final a que as esferam ficam quando estão muito
afastadas?
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Serie III,  Problema 3.4

Problema  3.4
Determine a capacidade de uma esfera metálica de 0.5m de diâmetro (no vácuo).

Solução
è Como as linhas de campo dum condutor isolado se estendem indefinidamente, podemos considerar que a outra armadura 

do condensador está infinitamente distante e ao potencial V¥ = 0. Assim a superfície do condutor funciona como a 
armadura dum condensador com uma diferença de potencial igual ao potencial constante do condutor. 

è No caso duma esfera de raio R, e na ausência de outras cargas e campos, a distribuição das cargas à superfície é uniforme 

com densidade constante Σ = ��������������
Q

4 Π R2
. 

è Vimos já que neste caso o campo gerado pela esfera é equivalente, fora dela, ao de uma carga pontual Q no seu centro. 
Assim o potencial à superfície deve ser igual a

V = ������������������
1

4 Π Εo

 ������
Q

R
H* V *L

è A capacidade  C de um condensador é definida como a razão entre a carga Q armazenada numa armadura e a queda de 
potencial V = V - V¥ suportada pelas armaduras. Neste caso

C � ��������
Q

V
= 4 Π Εo R H* Farad*L

è Para o caso presente

C � ����
1

9
´ 10-9 ´ ����

1

4
= 27.8´ 10-12 H* Farad*L
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E
ÓÖÖ @rÓintD � E

ÓÖÖ
+@rÓintD+ E

ÓÖÖ
-@rÓintD � ����������

Σ+

2 Ε
 nÓÖ + + ����������

Σ-

2 Ε
 nÓÖ - � ����������

Q

Ε A
 nÓÖ +

Como deve ser o campo fora do condensador e na sua vizinhança?

è Conhecido o campo E
ÓÖÖ @rÓintD podemos determinar o potencial V@rÓintD que lhe está associado através de E

ÓÖÖ @rÓintD = -ÑV@rÓintD. 
Neste caso, fazendo nÓÖ + = -eÓz, obtemos imediatamente

VAz eÓzE = ����������
Q

Ε A
 z + Vo

è A queda de potencial entre as armaduras separadas por uma distância d é assim

V = VAd eÓzE- Vo = ����������
Q

Ε A
 d

è A capacidade do condensador é pela definição

C � ��������
Q

V
� ����������

Ε A

d

è No caso concreto deste problema

dims =

Ø≤≤≤≤≤≤≤≤
∞

±

≤≤≤≤≤≤≤≤

d ® 10-3 m

A ® 6´ 10-4 m2

Ε ® ����������
3.7

36 Π
´ 10-9 ���������

A s

m V

�� ðP1T¬P1T &;

C � ����������������������������������������������������������������������
3.7 ´ 10-9 ´ 6´ 10-4

36 Π ´ 10-3
= 19.6´ 10-12 H* Farad*L

Alínea b)

è O papel é um dielétrico que resiste à condução para campos inferiores a um máximo Emax, designado campo de rotura, a 
partir do qual o papel permite o fluxo de corrente entre as duas armaduras, descarregando-as efectivamente. Sabendo 
que a relação entre a densidade superficial de carga e o campo é Ε E = Σ, obtemos no máximo

Σmax = Ε Emax

Qmax = Ε Emax A

è Para o caso concreto do papel com Emax = 16´ 106
�����
V
m

 obtemos

Qmax � 314´ 10-9 H* C *L
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